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§1. Introducao

O determinante de uma matriz com n linhas e n colunas ¢ frequentemente
definido como uma soma de n! parcelas, indexada no conjunto das permutagdes
do conjunto {1,2,...,n}, cada parcela sendo um produto de n termos da matriz
pertencentes a linhas e colunas distintas multiplicado pelo sinal da permutagdo
envolvida na escolha da coluna associada a cada linha. A definigdo ¢
naturalmente precedida dos estudo do grupo das permutagdes, em particular da
definicdo do sinal de uma permutacdo e da propriedade essencial do sinal,
nomeadamente o teorema de Bézout.

Uma defini¢do alternativa do determinante, menos algoritmica ¢ mais natural,
consiste em estabelecer a existéncia de uma unica forma multilinear alternada
sobre as colunas da matriz (ou, alternativamente, sobre as respectivas linhas) que
tome o valor 1 na matriz identidade; o determinante da matriz é entdo o valor
dessa aplica¢dao multilinear aplicada as colunas da matriz. O estudo do grupo das
permutagdes e do sinal destas continua, no entanto, a ser utilizado na prova do
resultado de existéncia e unicidade referido.

E também comum uma defini¢do recursiva do determinante que utiliza o
desenvolvimento de Laplace relativamente a uma das linhas, para fixar ideias a
primeira. E entdo necessario mostrar que o desenvolvimento de Laplace relativa-
mente a outra linha ou relativamente a qualquer das colunas ¢ ainda valido e,
para isso, as permutagdes € o respectivo sinal continuam a ser utilizados.

O ponto de partida deste texto foi explorar a possibilidade de, combinando a
segunda e a terceira via referidas atras, definir o determinante e provar as suas
propriedades usuais dispensando completamente o estudo do grupo das permu-
tagdes e, em particular, a nogdo geral de sinal de uma permutacio. E claro que
certas permutagdes particulares vdo aparecer, quanto mais ndo seja na proprie-
dade usual da alternancia de uma aplicacdo multilinear, mas nesses casos o que
joga o papel do sinal é definido de maneira ad hoc.

Por razdes de maneabilidade, ¢ também de gosto pessoal, o determinante
comega por ser definido para um sistema de n vectores de um espago vectorial
de dimensdo n, onde se considera fixada uma base, ¢ o determinante de uma
matriz do tipo n X n aparece posteriormente como o caso particular em que o
espago vectorial ¢ o das matrizes coluna e os vectores sdo as colunas da matriz.
Neste contexto, a definicdo do determinante ¢é feita a partir de um resultado de
existéncia e unicidade cuja demonstracdo utiliza um lema simples, a que
chamamos “lema do desenrascango”, que estabelece, para um espaco vectorial £
de dimens@o n e um subespaco vectorial F' C F de dimensdo 1, a existéncia de
um isomorfismo entre o espago vectorial das formas alternadas com n variaveis
em F e o espago vectorial das formas alternadas com n — 1 varidveis no espago
vectorial quociente % Intimamente relacionada com a nogdo de determinante de
um sistema de n vectores (associado a uma base fixada), ¢ também estudada a
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nog¢ao de determinante de um endomorfismo linear, nogao que ja ndo depende da
fixacdo de uma base.

Ha, naturalmente, situagdes em que certas propriedades se revelam mais
naturais no contexto das matrizes, como aquela que afirma que uma matriz e a
sua transposta t€m o mesmo determinante, e, nessas situagdes, ¢ no contexto das
matrizes que elas comegam por ser examinadas.

Em geral, os espacos vectoriais que serdo considerados s3o espagos
vectoriais sobre um corpo arbitrario K, sem restrigdo portanto quanto a caracte-
ristica do corpo, e, do mesmo modo, as matrizes sdo consideradas como tendo os
seus termos nesse corpo K.

Ha também situa¢des em que é conveniente considerar num mesmo contexto
espagos vectoriais sobre dois corpos distintos, mais precisamente sobre um
corpo K, e um subcorpo K, C K., onde a notagao utilizada serve para lembrar o
caso mais frequente em que K. é o corpo C dos nimeros complexos ¢ K, ¢ o
subcorpo R dos niimeros reais. Numa situacgdo deste tipo, todo o espago vectorial
sobre K, € trivialmente também um espago vectorial sobre K, (em geral com
dimensdo distinta) e, no sentido oposto, toda a matriz com termos em K, ¢
também uma matriz com termos em K,.. Uma das razdes para considerar uma
situagdo deste tipo reside no facto de, quando F ¢ um espago vectorial sobre K,
e F' um espago vectorial sobre K. (e portanto também sobre K,), o conjunto
L(E; F) das aplicagdes lineares F — F' ter uma estrutura natural de espago
vectorial sobre K.; em particular, quando E tem dimensdo n, podemos
considerar o dual E* = L(E;K,) com dimensdo n sobre K, e, simultaneamente,
o0 dual estendido L(E;K,) ainda de dimenséo n mas agora sobre K..

Outra situacao pontual em que foi util a alteragdo do corpo com que se estd a
trabalhar foi no estudo do polindmio caracteristico de uma matriz com termos
num corpo finito K,: Nesse caso o polindomio caracteristico ndo fica determinado
pela fungdo polinomial associada e, para podermos utilizar esta fungdo polino-
mial no estudo daquele, tiramos partido de considerar a matriz como tendo
termos num corpo infinito K. do qual K, € subcorpo, por exemplo no corpo das
fragdes racionais com coeficientes em K.

O lema do desenrascango acima referido admite uma generalizagdo, cuja
demonstragdo s6 marginalmente tem que ser modificada, que permite estudar,
mais geralmente, para um espago vectorial £/ de dimensao n e uma base fixada
nesse espaco, uma base do espaco das formas alternadas com p < n variaveis
indexada no conjunto das partes de {1,2,...,n} com p elementos. Essa
generalizacdo permite estudar esses espagos, em particular definir a operacdo de
produto exterior de uma forma alternada com p variaveis por uma com q
variaveis, que conduz a uma forma alternada com p + ¢ variaveis, e estabelecer
as propriedades de +-comutatividade ¢ de associatividade dessa operagdo. As
formas alternadas com um ntimero de variaveis menor que a dimensao do espago
vao posteriormente intervir no teorema de Binet-Cauchy, sobre o determinante
de um produto conveniente de matrizes retangulares, ¢ no estudo do polinomio
caracteristico de uma matriz ou de um endomorfismo linear.
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Sublinhamos, por fim, que supomos que o leitor deste texto estd a vontade
com as nogdes basicas de Algebra Linear, em particular com os espagos vecto-
riais de dimensdo finita, incluindo as propriedades usuais no contexto da inva-
riancia da dimensdo, com as propriedades basicas das aplicagdes lineares entre
espacos vectoriais de dimensao finita e com as relagcdes destas com as matrizes,
na presenca de bases fixadas nos espacos envolvidos, assim como com os
conceitos de vector proprio e valor proprio.

Apesar de esta exposi¢@o ndo ter uma intengdo didatica, enunciaremos no fim
de algumas sec¢des um conjunto de exercicios onde se propde a prova de
resultados interessantes mas que nao sdo utilizados no seguimento.

§2. Notacdes e preliminares.

Nesta seccdo vamos introduzir algumas notagdes que serdo utilizadas no
texto e relembrar alguns factos que, apesar de estarmos a supor serem
conhecidos, parecem ser suficientemente importantes para merecerem ser
sublinhados. Ao introduzir certas notagdes, teremos também ocasido de
demonstrar algumas propriedades elementares em que estas intervém e
que serdo utilizadas nas secgdes seguintes.

2.1 Se M ¢é uma matriz, com termos num corpo K, do tipo m X n, isto €, com m
linhas e n colunas, denotaremos por M ]’ o clemento da linha ¢ e coluna j da
matriz. Neste contexto, dado I C {1,...,m}, denotaremos por M’ a matriz
que se obtém de M retirando-lhe as linhas que ndo estdo em [ e, para
J C{1,...,n}, M; denotara a que se obtém de M retirando-lhe as colunas
que ndo estdo em J. Ainda neste contexto, denotamos por

Mj = (M"); = (M)

a matriz duplamente amputada.
Denotaremos por Z,,, ou Z se ndo houver risco de ambiguidade, a matriz
identidade do tipo n x n.

2.2 Se I for um conjunto finito de numeros naturais com p elementos, vamos
denotar por I, I,...,I, os elementos de I postos por ordem, isto € os
definidos pela condicdo de se ter

I = {Il,IQ,...,Ip}, coml << - < Ip.
Podemos, por exemplo, utilizar esta notag@o para redefinir mais precisamente

a matriz M referida em 2.1: Trata-se da matriz do tipo p x n cujo elemento
da linha 7 e coluna j é M]L
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2.3 Dado um corpo K, podemos identificar a poténcia K™ ao espaco das

matrizes coluna com m linhas e denotamos por e, es, ..., e, os elementos
da base candnica deste espaco, correspondentes as matrizes coluna
1 0 0
M Iy = (;) o Iy = 1 A (:) ;
0 0 1

respectivamente. O vector e; ¢ assim aquele que tem 1 na linha j e 0 nas
restantes linhas.

A uma matriz M do tipo m X n associamos a sequéncia de n vectores de K"
correspondentes as matrizes coluna My, ..., My, tendo-se

@ Moy = M e+ M ex b o4 M e

2.4 Por vezes, introduziremos o contexto de um resultado com a frase “Conside-
remos dois corpos K, C K..”. Quando o fizermos estamos a exprimir de
forma abreviada que vamos considerar um corpo K, e um subcorpo K, de
K.. O exemplo concreto mais comum, que explica a notagdo utilizada, ¢é
aquele em que K. ¢ o corpo C dos numeros complexos ¢ K, o subcorpo R
dos numeros reais, mas outras situagdes sdo possiveis e também nao
afastamos a possibilidade de se ter K, = K. o que, ndo parecendo ser uma
situagdo extremamente interessante, tem a vantagem de ndo nos obrigar a
duplicar enunciados, um para o caso em que lidamos com um unico corpo e
outro para aquele em que temos dois corpos distintos.

2.5 Como exemplo de aplica¢do das consideragdes feitas em 2.4, consideremos
corpos K, C K., um espaco vectorial £ de dimensdo n sobre o corpo K, e
um espago vectorial F' de dimensdo m sobre o corpo K.. Uma vez que F' ¢
também naturalmente um espago vectorial sobre o subcorpo K, (eventual-
mente de dimens3o infinital), podemos considerar o espago vectorial
L(E; F), cujos elementos sdo as aplicagdes lineares A: E — F', espago esse
que tem uma estrutura natural de espaco vectorial sobre K.. Quando consi-
derado como espago vectorial sobre K., L(E; F') tem dimensdo m X n, por
ser isomorfo ao espago vectorial das matrizes do tipo m x n de elementos de
K. (o isomorfismo fica associado a escolha de uma base de E, como espago
vectorial sobre K., ¢ de uma base de F', como espago vectorial sobre K.).

2.6 (Espaco vectorial dual) Um caso particular do referido em 2.5 é aquele em
que consideramos para F' o corpo K.. Nesse caso, E* = L(E;K,) é o dual
de F e a L(E;K,) poder-se-ia dar o nome de dual estendido de E (aos seus
elementos ¢ usual dar também o nome de formas lineares). No caso em que
E tem dimensio n, tem-se L(F;K,) C L(F;K.) e os dois espagos
vectoriais tém dimensdo n, o primeiro como espago vectorial sobre K, e o

No caso em que K, = C e K, = R, F teria dimensdo 2m sobre K,..
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segundo como espaco vectorial sobre K,.. Dada uma base wy, ws, ..., w, de
E, fica-lhe associada uma base dual ay,as,...,«, de L(E;K,), como
espago vectorial sobre K,, que é também uma base de L(E;K.), como
espago vectorial sobre K., onde as aplicagdes lineares o;: 2 — K, estdo
determinadas pelos seus valores nos elementos da base:

1, set=y
o(wi) = {0, sei ]’

Os elementos da base dual também podem ser chamados de aplicacdes
lineares coordenadas, uma vez que, para cada x € E,

1)) x = oy (z)w) + az(x)ws + - + ay(x)w,,.
Recordemos que a igualdade (1) admite uma variante que nos identifica as
coordenadas de um elemento 5 € L(FE;K,.) nabase oy, as, ..., qy:

(2) ﬁ = ﬁ(wl)al + ﬁ(w2>042 + -+ ﬂ(wn)an-

2.7 (Imagem reciproca) Consideremos corpos K, C K., dois espagos vectoriais
E e E' sobre K, e uma aplicagdo linear \: F — E’. Podemos entdo
considerar os espagos vectoriais L(F;K.) e L(E';K,.) sobre K, e define-se
a aplicacdo linear imagem reciproca

M L(ESK) — LB K, M(B8) =80,

aplicagdo linear essa que aplica L(F’;K,) em L(E;K,) e cuja restri¢do a
L(F';K,) também ¢ chamada de aplica¢&o linear dual.

As aplicagdes lineares imagem reciproca verificam trivialmente condi¢des
naturais de contravariancia, do tipo

(o A) =N o,

condigdes que implicam que, no caso em que A ¢ um isomorfismo, \*
também é um isomorfismo e com inverso (A~!)*.

Suponhamos que em E se fixou uma base wi,...,w, € em E’ uma base
wh,...,w, e consideremos a matriz M, com m linhas e n colunas, da
aplicagdo linear A\ naquelas bases, portanto a definida por

AMwy) = Mw) + M{wh + - + M{"u,,
Aws) = Mywy + Mjwh + -+ + M"w],,
Mwy) = Myw) + Miwh + - + M),

Considerando-se entdo as bases associadas «y,...,a, de L(E;K.) e
!/ !/ /.
al,...,al, de L(E"; K, ), vem
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N(a)) = Miay + Myay + -+ My,
N (ahy) = MEay + Miag + -+ M2ay,

N(aly) = M"ay + My'az + - + Ma,

ou seja, a matriz de \*: L(E';K,.) — L(F;K.) nas bases associadas ¢ a
matriz transposta M da matriz M.

2.8 (Espaco vectorial quociente) a) Quando F é um espago vectorial sobre o

corpo K e F' C E é um subespago vectorial podemos considerar o espago
vectorial quociente %, cujos elementos sdo as classes de equivaléncia de
elementos x € FE para a relagdo de equivaléncia

r~z &2 —x€eF,

com as operacdes de espago vectorial naturalmente definidas. Neste contexto,
usaremos a notagdo [r]r para designar a classe de equivaléncia de um
elemento x € E, como alternativa a designagio mais usual z + F.2 Usare-
mos a notagao p: £ — % para a projecao canonica no quociente, isto é, para
a aplicagdo linear definida por p(z) = [z]p.

b) No caso em que wy,...,w, ¢ uma base de F tal que os ultimos n — p
vectores Wy, ..., W, constituem uma base de F', os vectores
[wilr, ..., [wylr

constituem uma base do espago vectorial quociente %
¢) Se E’ ¢é outro espaco vectorial sobre K e A\: £ — E’ é uma aplicagio
linear tal que A/ = 0 fica bem definida uma aplicagdo linear A: % — E' por

Mlzlr) = M),

que se diz ser a obtida a partir de A por passagem ao quociente. Basta, com
efeito, reparar que, se for [z]p = [2']p, vem 2’ — x € F donde

M) = Az + (2 —2)) = M=) + Az’ —z) = A(z),

visto que a linearidade de X éde verificacao trivial.
Em consequéncia do que acabamos de referir, se F/ C E’ é um subespago
vectorial e A\: E — E’ é uma aplicacdo linear tal que A\(F') C F’, ficamos
com uma aplicagdo linear

~ F E ~

N = 2 Alale) = D@,

2A designacdo usual 2 4 F parece-nos favorecer maiores “engarrafamentos graficos” nas
férmulas e “escancarar” uma informagdo que se revela pouco importante, nomeadamente
a caracterizagdo do conjunto dos elementos equivalentes a x.
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que se diz também ser a obtida a partir de A por passagem ao quociente.

d) No contexto de b) e ¢), sejam n=p+q e n' = p' + ¢ e consideremos
uma base wi,...,w, de K tal que os vectores wyi1,...,Wysq constituam
uma base de F' e uma base w),...,w/, de E’' tal que os vectores
Wiy y1s-+ Wy, coOnstittam uma base de F” e consideremos as bases
[wi]p, ..., [wyr de £ e [wilp, ..., [wy]F de % que lhes estdo associadas.
Nas bases referidas a matriz M de uma aplicagdo linear \: F — E’ para a
qual A(F) C F’ admite uma decomposigdo em blocos da forma

A 0
B CYV
onde a matriz A ¢ do tipo p’ x p, a matriz de zeros é do tipo p’ X ¢, a matriz
B é do tipo ¢’ x p e a matriz C é do tipo ¢’ X ¢; a matriz C' é a matriz da
restrigdo A p: F' — F' e a matriz A ¢ a matriz de \: % — %
2.9 (Tracos de matrizes e de endomorfismos lineares) a) Se M ¢ uma matriz
quadrada, com n linhas e n colunas e com termos num corpo K, o trago de

M, Tr(M), é, por defini¢do a soma dos seus termos diagonais, portanto um
elemento de K:

Tr(M) = M} + M3 + - + M".

Uma propriedade elementar, mas importante, do tragco diz que, dadas uma
matriz M com m linhas e n colunas € uma matriz P com n linhas e m
colunas, as matrizes quadradas M x P e P x M, em geral com diferentes
dimensdes, tém o mesmo tragco, nomeadamente

Tr(M x P) = Tr(P x M) ZMZPJ

Esta propriedade implica, em particular, que, se M e P sdo matrizes
quadradas semelhantes, com n linhas e n colunas, isto é, se se tem

P=X"'xMxX,

para uma certa matriz invertivel X, entdo M e P t€ém o mesmo trago.

b) Dados um espago vectorial ¥ de dimensdo n sobre o corpo K e um
endomorfismo linear \: E — E, define-se o seu trago Tr(\) como sendo o
traco da matriz de A numa base arbitraria de F, este ultimo ndo dependendo
da base de E que se considera uma vez que as matrizes relativas a duas bases
de F sdo matrizes semelhantes. No caso em que n = 1, tem-se A = a Idp,
para um certo a € K, e entdo Tr(A) = a.

¢) A defini¢do do traco de uma matriz referida em a) implica trivialmente que
se M ¢é uma matriz quadrada, com n linhas e n colunas, a matriz M a a sua
transposta M tém o mesmo trago. Daqui se deduz, tendo presente o referido
em 2.7, que, dados dois corpos K, C K., um espago vectorial E de
dimensao n sobre K, e um endomorfismo linear \: £ — E, com o corres-
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pondente endomorfismo linear imagem reciproca A\*: L(E;K.) — L(E;K.),
tem-se

Tr(\*) = Tr(\) € K,.

2.10 (Comportamento da dimensio quando se muda o corpo) Consideremos
dois corpos K, C K. tais que K. seja um espaco vectorial de dimensao finita
k sobre K,.3 Se E ¢ um espago vectorial de dimensdo n sobre K. ento a
dimensdo de £ como espago vectorial sobre K, ¢ £ x n. Mais precisamente,
se (a;)icr for uma base de K, como espago vectorial sobre K, e (w;) cs for
uma base de £/ como espago vectorial sobre K. entdo a familia dos a;w;,
com (4, j) € I x J, é uma base de E' como espago vectorial sobre K.

2.11 (Um lema com aplicacio adiada) Sejam F um espago vectorial de dimen-

sd0 n > 1 sobre um corpo K e A\: E — E uma aplicacdo linear. Existem
entdo aplicagdes lineares A, \": £ — E, cada uma das quais admitindo um
vector proprio diferente de 0, tais que A = X o \”.
Dem: Comecemos por fazer notar que o resultado ¢ trivial no caso em que A
admite um vector proprio diferente de 0, visto que podemos entdo tomar
AN = Xe )N = Idg, esta Gltima admitindo qualquer vector de F como vector
proprio associado ao valor proprio 1. Fixemos agora um vector zp # 0 em E
que, pelo que dissémos atras, podemos ja supor ndo ser um vector proprio de
A. Entdo os vectores zg, A(zg) sdo linearmente independentes e podemos
completa-los com um conjunto de vectores de £ de modo a obter uma base
de E. Seja X: E — E o isomorfismo que aplica xzy em A(zg), aplica A(zg)
em x e aplica cada um dos restantes vectores da base nele mesmo, isomor-
fismo para o qual se tem N ' = ) e

N (J,‘Q =+ )\(.’L‘())) = )\(ZL‘()) + xg,

admitindo assim x¢ + A(xg) como vector proprio diferente de 0. Tem-se
agora A = X o )" onde \" = )\ o \ admite =y como vector proprio diferente
de 0. O

2.12 (Exercicios) 1) Verificar que, se I ¢ um espacgo vectorial de dimensao n
sobre o corpo C dos niimeros complexos com uma base wy, ..., w,, entdo
FE, considerado como espago vectorial sobre o corpo R dos numeros reais
tem dimensao 2n e admite uma base constituida pelos vectores

Wy eeey Wiy LW, e ey 1Wy.

2) Sejam E um espago vectorial de dimensdo n sobre o corpo C dos niimeros
complexos e A\: ' — E uma aplicagdo linear. Reparar que A também ¢ linear
quando se considera E como espago vectorial sobre o corpo R dos ntimeros
reais mas que o tragco Tr(A) depende de qual dos dois corpos se estd a consi-
derar como corpo dos escalares. Mais precisamente, dando a Trc(A) e a

3Diz-se entdo que K. é uma extensdo finita de grau & de K.
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Trr(A) os significados naturais, mostrar que se tem
Trr(A) = 2 R(Trc(N)),

onde R designa a parte real de um niimero complexo.

3) Sejam E um espago vectorial de dimensao n sobre o corpo K, F' C £ um
subespago vectorial ¢ \: E — E uma aplicagdo linear tal que A\(F') C F' e
consideremos a aplicacdo linear A % — % que se obtém por passagem ao
quaociente. Mostrar que se tem

Tr(\) = Tr(\/p) + Tr(N).

§3. Formas multilineares alternadas

3.1 (Aplicagoes bilineares) Sejam F, F', G espagos vectoriais sobre o corpo K.
Diz-se que uma aplicagdo &: E' x F'— G ¢ bilinear se ¢ separadamente
linear nas duas variaveis, mais precisamente se:

1) (Linearidade na primeira variavel) Para cada y € F', ¢ linear a aplica¢do

E_)G’ .’L’Hé(x,y);
2) (Linearidade na segunda variavel) Para cada « € FE, ¢ linear a aplicagdo

F—G, y—¢E&x,y).

3.2 (Exemplos de aplicacdes bilineares) 1) Se £/ é um espago vectorial sobre o
corpo K entdo, considerando K como espago vectorial de dimensdo 1 sobre
K, a multiplicagdo pelos escalares ¢ uma aplicagdo bilinear K x £ — E. Em
particular a multiplica¢@o do corpo ¢ uma aplicagao bilinear K x K — K.
2) O conjunto M,,«,(K) das matrizes de tipo m x n com termos num corpo
K tem uma estrutura natural de espago vectorial sobre K, com dimensao
m X n. A multiplicacdo de matrizes define aplicacdes bilineares

men,(K) X Mnxp(]K) - mep(K)-

3) Dados trés espagos vectoriais F, F' ¢ G sobre o corpo K, podemos
considerar os espagos vectoriais L(F; F'), L(F'; G) e L(E; G) sobre o corpo
K (cf. 2.5, com K, = K. = K) e a composi¢do de aplicagdes lineares ¢ uma
aplicacdo bilinear

L(F;G) x L(E; F) — L(E;G).

4) Dados dois espagos vectoriais E' e F' sobre o corpo K, podemos considerar
uma aplicacdo bilinear
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L(E;F)x E — F, (&)~ &(x)

(a aplicacdo de avaliacéo).

5) Dados dois corpos K, C K., E um espago vectorial sobre K, ¢ F um
espago vectorial sobre K., podemos considerar os espagos vectoriais
L(E;K.) e L(E; F) sobre K, e podemos considerar uma aplicagéo bilinear

onde denotamos por S ® y a aplicagdo linear £ — F' que a « € E associa
B(x)y (o produto tensorial de 5 por y).

O resultado a seguir, que serd generalizado mais tarde para aplicagdes
multilineares, permite nalguns casos provar trivialmente resultados sobre
aplicagdes bilineares a partir de resultados conhecidos sobre aplicagdes
lineares.

3.3 (Um isomorfismo auxiliar) Consideremos corpos K, C K, e sejam F ¢ F
espagos vectoriais sobre o corpo K, e G um espago vectorial sobre o corpo
K.. O conjunto L(F,F;G) das aplicagdes bilineares &: F x F — G tem
entdo uma estrutura natural de espago vectorial sobre K. ¢ podemos consi-
derar um isomorfismo de espagos vectoriais sobre K,

Y:L(E,F;G) — L(E; L(F;G))
definido por
T(&)(x)(y) = &(x,y),

cujo inverso
YT ' L(E;L(F;G)) — L(E, F;G)
esta definido por
T (N)(2,9) = M) (y)-

Dem: Nao explicitamos a demonstragdo completa deste resultado que ¢
totalmente previsivel mas fastidiosa se levada ao pormenor. Sublinhamos
apenas que, dado &, a linearidade, para cada = € E, da aplicagdo y — &(z,y)
resulta da linearidade de & na segunda variavel e que a linearidade da
aplicagdo que transforma x nesta aplicacdo linear resulta da linearidade de &
na primeira variavel e da defini¢do das opera¢des em L(F'; G). O

Como exemplo de aplicagdo do isomorfismo precedente, generalizamos
para as aplicagdes bilineares um resultado bem conhecido no contexto das
aplicacdes lineares.
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3.4 (Determinacio de uma aplicaciio bilinear pelos seus valores nos elemen-

tos de duas bases) Sejam E ¢ F' dois espagos vectoriais sobre o corpo K, o
primeiro munido de uma base wy, ..., w,, ¢ o segundo de um base zi, ..., 2,.
Seja G um espago vectorial sobre K e consideremos, paracadal <i < me
1< j<n, um vector u;; € G. Existe entdo uma unica aplicagdo bilinear
fl E x F — G tal que §(wi,zj) = Uj j.
Dem: Comecemos por provar a existéncia. Para cada 1 < ¢ < n, o resultado
conhecido no contexto das aplicagdes lineares permite considerar uma
aplicagdo linear \; € L(F;G) tal que \;(z;) = u;;; de novo pelo mesmo
resultado, podemos agora considerar uma aplicagéo linear A: F — L(F; G)
tal que A(w;) = \;; considerando agora a aplicagdo bilinear £&: E X F — G
imagem de \ pelo isomorfismo Y~! em 3.3, vem

§(wi, 25) = Mwi)(25) = Ai(wy) = wij.

Para a unicidade, o caminho ¢ andlogo. Suponhamos que ¢: E x FF — G ¢
tal que &' (w;, z;) = w; j; podemos considerar a aplicagéo linear

N="(¢)E— L(F;G)
que vai verificar
N (wi)(z)) = € (wi, ) = i,
pelo que X' (w;) = A;, e portanto \' = A, donde £’ = £. O
3.5 (Aplicagdes bilineares alternadas) Sejam FE e G dois espgos vectoriais
sobre um corpo K. Diz-se que uma aplicagdo bilinear &: F X F — G ¢
alternada se se tem {(z, ) = 0, qualquer que seja = € E.

Quando isso acontecer a aplicagdo bilinear ¢ também anti-simétrica, no
sentido de se ter

£y, ) = —€(z,y),

quaisquer que sejam z,y € E. 4
Dem: Tem-se

0=¢(z+y,z+y) =&z, z+y) +&(y,z+y) =
= 5(1‘,.’13) + f(:r:,y) + 5(1/7 .’17) + 6(@/7 y) =
= é(may) +€(y7x)7

donde &(y, z) = —&(z, y). .

3.6 (Exemplo) Os exemplos de aplicagdes bilineares alternadas ndao sdo tado
frequentes como os de aplicacdes bilineares gerais. Apresentamos neste
momento apenas dois:

“4No caso em que o corpo K tem caracteristica diferente de 2, isto é, quando 2 # 0 em K,
a anti-simetria implica a alternancia, facto que ndo teremos ocasido de utilizar. Com
efeito, a igualdade &(x, z) = —&(z, x) implica que 2£(x, z) = 0, donde &(z, x) = 0.
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1) Sendo K um corpo, podemos definir uma aplicacdo bilinear alternada
det: K? x K? - K, det((xl,xg), (yl,yg)) = T1Y2 — Y1T2.

Temos aqui um caso muito particular do determinante que sera estudado
adiante.
2) Sendo K um corpo, podemos definir uma aplicago bilinear alternada

&K x K2 — K3,
5((551@27933); (Y1, 92, y.‘i)) = (x2y3 — Y23, Y123 — T1Y3, T1Y2 — -’E2y1)-

No caso em que K é o corpo R dos nlimeros reais, esta aplicacdo bilinear
alternada ¢ essencialmente o produto externo.

Vamos agora examinar a situagdo mais geral das aplicagdes multilineares
em que, em vez de duas variaveis, temos um nimero finito p de variaveis.
Limitamos o nosso estudo ao caso que nos vai interessar, em que os dife-
rentes factores do dominio coincidem com um mesmo espago vectorial £
sobre um corpo K, e o espaco vectorial de chegada ¢ o mesmo corpo ou
um corpo K, tendo K, como subcorpo. Nesse caso, as aplicagdes multili-
neares sdo também chamadas formas multilineares.

3.7 (Formas multilineares de grau p) Consideremos corpos K, C K. ¢ um
espago vectorial F sobre o corpo K,. Chamamos forma multilinear de grau p
sobre E (com valores em K.) a uma aplicagdo &: E X Ex ---E —= K, (p
variaveis no dominio) que ¢ separadamente linear em cada variavel (num
sentido analogo ao de 3.1).

No caso em que p = 1 temos as formas lineares, referidas em 2.6, e no caso
em que p = 2 também usamos a designacao forma bilinear.

Por extensdo, também admitimos o caso em que p=0, caso em
consideramos que uma forma multilinear de grau 0 ¢ simplesmente um
escalar em K..5 Em enunciados em que intervém um grau arbitrario nio se
considerara afastado o caso em que este ¢ 0; mesmo que as demonstragdes
parecam apenas fazer sentido quando o grau p é estritamente positivo, o caso
do grau 0, se ndo for explicitamente afastado, serd de justificacdo trivial.
Denotamos por LP(E;K.) o conjunto das formas multilineares de grau p,
conjunto esse que tem uma estrutura natural de espago vectorial sobre o
corpo K.

3.8 (Um isomorfismo auxiliar) Consideremos corpos K, C K. ¢ E um espago
vectorial sobre o corpo K,. Para cada p pode entdo considerar-se um isomor-

5N#o é uma convengio totalmente arbitraria: Uma aplicagio com zero variaveis pode ser
identificada com a imagem por ela do unico elemento do dominio, a saber, a sequéncia
vazia. Esta interpretag@o, talvez no limiar do inaceitavel por aqueles que preferem
conceitos mais concretos, deve ser relembrada em futuras definigdes em que se pretenda
permitir que alguma das formas multilineares tenha grau 0.
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fismo
T: L"Y(E;K,) — L(E; LP(E;K.))

definido por

T(ﬁ)(fﬂl)(@,---,fﬂpﬂ) = §($1,$2,---,=’Up+1), 6

cujo inverso
Y L L(E;LP(E;K.)) — LP(EK.)
esta definido por
YN (21,29, -, Tpp1) = M) (T, -, Tpin)-

Dem: A justificagdo é uma adaptacdo trivial da apresentada, no caso em que
p=1,em3.3. O

3.9 (Determinacido de uma forma multilinear pelos seus valores nas
sequéncias de elementos de uma base) Consideremos corpos K, C K. e
um espaco vectorial E/ sobre o corpo K,, munido de uma base wy, ..., w,.
Consideremos, para cada sequéncia i1, ...,%, de indices em {1,...,n} um
escalar a;, .. ; € K.. Existe entdo um tnico { € LP(E;K,) tal que, para cada
sequéncia i1, ..., ip,

f(win e awip) = Qi iy

Dem: A demonstragdo, por indugdo em p, ¢ uma adaptacdo simples da
justificag@o da propriedade 3.4, utilizando-se 3.8 em vez de 3.3. O

3.10 (Formas multilineares num espaco vectorial quociente) Consideremos
corpos K, C K., £ um espaco vectorial sobre o corpo K, ¢ FF C E um
subespago vectorial. Seja £ € LP(E;K,) tal que se tenha {(x1,...,2,) =0
sempre que x; € F' para algum indice 1 < ¢ < p. Fica entdo bem definido um
elemento € € LP (%, K.), que se diz ser o obtido a partir de £ por passagem
ao quociente pela condigao de se ter

E([Il]F, EERR) [ZP]F) = 5(1'1, 73:]’)

(comparar com o referido na alinea c) de 2.8).

Dem: Fazemos a demonstragdo por indugdo em p, reparando desde logo que
o caso p = 0 ¢ trivial. O caso em que p = 1, ja foi referido na alinea c) de
2.8. Supondo que o resultado ¢ verdadeiro para um certo grau p, consi-
deremos ¢ € LPT(E;K,), verificando a condigdo referida no enunciado.
Lembrando o isomorfismo Y em 3.8, vemos que, para cada x; € F, a apli-
cagdo Y(z1) € LP(E;K,) verifica a condigdo do enunciado pelo que, pela

6Comparar com 3.3.
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hipétese de indugdo, fica bem definido um elemento Y (z1)~ € L?(£;K,)
por

T(E) (@) (@l [Epial) = £ s pir).

Uma vez que se tem Y(&)(z1)” = 0 sempre que x; € F, fica bem definida
uma aplicagdo linear A\: £ — L?(£;K.) por

AM[z1]F) = Y(&)(21)"

e entdo pondo € = Y~'(\) € L7 (£;K,), tem-se
E(alr, - [mplr) = Mlzlr) ([l r, - [wpa]F) =
=T (1) ([@2]r, - [Tpr1]F) = E(@1, ooy Tppa). O

3.11 (Complemento de 3.10) No contexto de 3.10, tem lugar um subespaco
vectorial LI.(E;K.) de LP(E;K,.), constituido pelos ¢ tais que se tem
&(z1,...,2p) =0 sempre que z; € F' para algum indice 1 <i < p, e tem
lugar um isomorfismo

E
LII;(EJK() - Lp(f;Kc)ﬂ 5 = 5

Dem: E evidente que esta aplicagio ¢ linear, a injectividade é simplesmente a
constatacdo de que £ determina £ e a sobrejectividade resulta de que, para
cada§ € LP(£;K,), o elemento £ € LP(E;K.) definido por

@,y my) = E(alrs o [w)r)
vai pertencer a L%.(E; K,) e ter £ por imagem. O

3.12 (Imagem reciproca de uma forma multilinear) Generalizando o referido
em 2.7, consideremos corpos K, C K., dois espagos vectoriais E € E’ sobre
K, e uma aplicagdo linear \: £ — E’. Para cada p, podemos entdo consi-
derar uma aplicag&o linear imagem reciproca

A LP(ESK,) — LP(E5K,)
definida por
)\;‘,(5)(331, ) = ﬁ(/\(xl), ey )\(xp)).

Para p =1, reencontramos a aplicagdo linear \* referida em 2.7 e para
p =0, \} é simplesmente a aplicagdo linear identidade de L°(E;K.) = K.
Tal como em 2.7, as aplicacdes lineares imagem reciproca verificam
trivialmente propriedades naturais de contravariancia, do tipo

(1o Ny = Ay )
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propriedades que implicam que, no caso em que A ¢ um isomorfismo, A}

também é um isomorfismo e com inverso (A~!)*

P

Na continuagdo, vamos fixar a nossa atengdo num tipo particular de
formas multilineares, as alternadas, que, no caso do grau 2, ja foram
examinadas atras em 3.5.

3.13 (Formas multilineares alternadas de grau p) Consideremos corpos
K, C K. ¢ seja £ um espago vectorial sobre K,. Diz-se que uma forma
multilinear de grau p, £ € LP(E;K,.) é alternada se, para cada par de indices
i< jem {l,...,p}, ela for uma aplicacdo bilinear alternada como fungédo
das varidveis ¢ e j, isto é, forem alternadas as aplicacdes bilineares
E x E — K. que se obtém a partir de ¢ fixando arbitrariamente os valores
dos argumentos correspondentes a indices diferentes de ¢ e de j (cf. 3.5), ou
seja, se se tem

§(x1,...,xp) =0

sempre que exista ¢ < j com x; = x; (sempre que dois argumentos distintos
tém o mesmo valor).

O conjunto das formas multilineares alternadas de grau p ¢ um subespaco
vectorial de L?(E; K..), que sera denotado por A?(F;K,.).

Para p = 2, temos o caso particular das aplicagdes bilineares alternadas em
3.5 em que o espago de chegada é K. Para p = 0 ¢ para p = 1 ndo ha pares
de indices ¢+ < j e portanto

ANE;K,) = LY(E;K,) =K., AYFE;K.) = LY(F;K.) = L(E;K,).

3.14 (Outras propriedades das formas alternadas) Consideremos corpos
K, C K. e sejam E um espago vectorial sobre K, e £ € AP(E;K.). Entéo:

a) Quaisquer que sejam z1,...,z, € Eei < jem{l,...,,p},
6(1'1,...,$1'71,$j,5172'+1,...,{L']',l,xi,ijrl,...,iUp) =
= _g(xla"'7xi717xiaxi+17"'7xj717xj7xj+17"'7xp)9

ou seja, quando se trocam duas variaveis o valor de ¢ vem multiplicado por
—1.
b) Quaisquer que sejam x1,...,z, € Fel <i < p,

€($17~~~,xi—l,xi7$i+1,...,.Tp) =

= (—1)1.71 f(]},‘,,ﬂ?l, ey L1y L Ly e e ey .I‘p),

(0]

em particular,
(2) f(ml, ceeyy Tp—1s ‘Tp) = (_1)17—15(1,1)’ O PRER ,:L‘pfl):

e vem também
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5($ '7xi717xi7xi+17"'7xp):

1) .o
= (—1)])72‘5(.’171,...,J}i,l,l‘prl,...,d}p,{l?i).

(©))

¢) Se z1,...,x, ¢ uma familia linearmente dependente de vectores de E
entdao

&(x1,...,xp) =0.

Em particular, se E tiver dimensdo finita inferior p tem-se A?(E;K.) = {0},
ja que todos os sistemas x1,...,T, sdo linearmente dependentes. Por este
motivo, quando E tem dimensdo finita n, aos elementos de A"(E;K,)
também se d4 o nome de formas multilineares alternadas de grau maximo.”
d) Se F' C E é um subespaco vectorial e denotarmos por

AV(E;K,) = AP(E;K,) N LE(E; K.)

o subespago vectorial das formas multilineares alternadas de grau p que
tomam o valor 0 sempre que alguma das varidveis pertenca a F, o
isomorfismo L%(E;K.) — LP(£;K,) referido em 3.11 e 3.10 aplica
AL(E;K,) sobre AP(£;K.) e determina portanto, por restrigdo, um isomor-
fismo

, E
AL(EiK,) = A(K).

¢) Sejam E’ outro espaco vectorial sobre K, e A\: E — E’ uma aplicagdo
linear. Entdo a aplicagdo linear A\): LP(E";K.) — LP(E;K,.) referida em
3.12 aplica AP(E';K,) em AP(E;K,) e determina assim, por restrigdo, uma
aplicagdo linear, denotada do mesmo modo,

A AP(E'K,) — AP(E;K,).

Estas restrigdes verificam as propriedades de contravariancia analogas as
referidas em 3.12, que implicam, em particular, que, no caso em que A é um
isomorfismo, as restricdes sdo isomorfismos, tendo

(AT AP(BsK,) — AP(E'K,)

€Omo inversos.

Dem: a) Temos uma consequéncia directa da propriedade de anti-simetria
das aplicagoes bilineares alternadas referida em 3.5.

b) Demonstramos (1) por indugdo em 4, o resultado sendo tautoldogico no
caso em que ¢ = 1. Supondo o resultado verdadeiro para um certo ¢, utili-
zamos a hipotese de indugao e a conclusio de a) para deduzir que

7Veremos na secgio 4 que A"(E;K.) # {0}, mais precisamente, que este espago tem
dimenséo 1.
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E(T1,y ey Ty Ti1, Tigy oo, Tp) =

= —&(T1, .y Tic1, Tit1, Tiy Tig2, -, Tp) =

= (= 1) (T 1, Ty ooy i1y Ty T2y -, Tp) =
= (= 1) T (D1, 1y e Ty Tigs ey Tp)-

A formula (2) é o caso particular de (1) em que ¢ = p. A formula (3) resulta
de aplicar sucessivamente (1) e (2), esta ultima com os dois membros
trocados:

&(xy, :rz 1Ly Tig 1y ey Tp) =
( ) (mi,xl,.. s Lj— 1,CCi+1,...,CCp) =
( 1) ( )p 15(1'17 71'7?*171'7#17'“71'71,71'7?)-

¢) O facto de termos uma familia linearmente dependente implica a
existéncia de 7 tal que
xXr; = Zaj X j

J#i

para uma certa familia de escalares a;, com j # 7. Tendo em conta a lineari-
dade de £ na variavel i, vem

5(.%1, 7xp) = Za]’é_(mlv vy L1y Ljy L1y - - ,mn) = O:
J#

uma vez que em cada parcela o vector x; aparece em dois argumentos dife-
rentes.
¢) e d) Estas conclusdes decorrem trivialmente das definigdes. O

A propriedade a seguir, que teremos ocasido de utilizar mais adiante, mos-
tra que uma propriedade a priori mais fraca que a utilizada para definir as
formas multilineares alternadas ¢é suficiente para garantir que uma dada
forma multilinear ¢ alternada.

3.15 (Condigao suficiente para uma forma multilinear ser alternada) Consi-
deremos corpos K, C K., um espago vectorial E sobre K, e £ € LP(E;K,)
tal que se tenha &£(z1,...,2,) =0 sempre que exista 1 <i<p—1 com
x; = x;41 (ou seja, sempre que dois argumentos consecutivos t€ém o mesmo
valor). Tem-se entdo que & ¢ alternada.

Dem: O que temos que provar é que, sempre que exista ¢ < j com x; = x;
tem-se ainda &(x1,...,x,) =0. Fazemos a prova desta afirmacdo por
indug¢do em k = j — i, comegando por notar que esta afirmagao é verdadeira,
por hipdtese, no caso em que k= 1. Suponhamos que o resultado ¢
verdadeiro quando j — ¢ = k e provemo-lo quando j — ¢ = k + 1. Ora, tendo
em conta a propriedade de anti-simetria das aplica¢des bilineares alternadas
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referida em 3.5 e a hipdtese de indugdo, vemos que se tem entio
f(xl, NN ,xp) = —f(]}l, ey L1, Lt 15, Ly Lid-25 oo 5 Ly oo - ,CCp) =0
(reparar que no segundo membro x; estd na posi¢ao ¢ + 1). O

3.16 (Exercicios) 1) Reparar que, para cada & € LP(E;K,.) e n € LY(E;K,.),
fica bem definida uma forma multilinear alternada ¢ ® 7 de grau p + g por

(f ® 77)(371) 7$P+f1) = 5(331) )mp) X 77(3717+17"'7‘TP+¢1>

(o produto tensorial de £ por 7). Verificar que o produto tensorial define uma
aplicagdo bilinear

LP(E;K,.) x LY(E;K,) — LPYY(E;K,).

Enunciar e verificar uma propriedade de associatividade para o produto
tensorial. O que sera o produto tensorial no caso em que p =0 ou ¢ = 0?
Enunciar e verificar o comportamento do produto tensorial relativamente as
imagens reciprocas, na presenga de uma aplicagéo linear \: E — FE'.

2) Utilizar os isomorfismos em 3.8 para verificar que se F tem dimensdo n
sobre K, entdo LP(E;K,.) tem dimensio n” sobre K..

3) Verificar, mais precisamente, que a uma base wi,...,w, de F pode
associar-se uma base de LP(E;K.), constituida por formas multilineares
§ir,.oipp cOM 1, ... em {1,...,n}, para a qual cada § € LP(E;K,.) admite
a decomposicao

5 = Z €(w11 PR 7wip) é-il-,u»,ip'
P

O que serdo os produtos tensoriais filw,z’p ® 577;»1:-

ipta?
§4. O determinante

Ha varios conceitos de determinante, todos relacionados entre si. O
primeiro que vamos examinar ¢ o de determinante de um sistema de n
vectores de um espago vectorial de dimensdo n no qual se considera
fixada uma base. A definicdo desse conceito baseia-se no facto de, para
um espaco vectorial de dimens@o n, o espago das formas multilineares
alternadas de grau n ter dimensdo 1. Provaremos esse facto com o auxilio
do lema que apresentamos em seguida.

4.1 (Lema do desenrascanco) Consideremos corpos K, C K.. Sejam E um
espago vectorial sobre K, de dimensdo n > 2, w # 0 fixadoem Ee F C FE
o subespaco de dimensdo 1 gerado por w e consideremos o espago vectorial
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quociente %, que sabemos ter dimensdo n — 1.

a) Existe um isomorfismo de espagos vectoriais sobre K.
n n—1 E
U, A (FE;K.) — A (F;KC)

definido por
U, () ([x1]Fy - s [Tn1]F) = E(21, ..., Tpo1, W).
b) (Laplace escondido com a cauda de fora) O isomorfismo inverso
vt Anfl(%;Kc) — A"(E;K,)

admite a seguinte caracterizagdo: Fixando uma aplicagdo linear a: FF — K,
tal que a(w) = 1, tem-se

\111;1(77)(%, e ,433”) =
=" ()" a(@) n([zilr, - [wiale [Tl - [2a]F), 8

1<i<n
ou com uma convengao frequente que permite encurtar as expressoes,

\I!,;l(n)(xl, ey X)) =
=> (=D alz)n(lzlr, . @ilp o [2a]e). 0

1<i<n

Dem: 1) O facto de, para cada £ € A"(F;K,.), ¥, (&) ser uma forma
multilinear alternada de grau n — 1 sobre % bem definida resulta do que foi
referido na alinea d) de 3.14, uma vez que tem lugar uma forma multilinear
alternada de graun — 1,

(xh 71‘71,—1) = f(xly 7$7L—17w)

que se anula quando z; € F' para algum j<n—1, j4 que o sistema

Z1,...,Th—1,w € entdo linearmente dependente, por ter dois vectores no
subespago vectorial F' de dimensdo 1. E trivial constatar que a aplicagdo
n n—1 E
U, A"(E;K.) — A (f;Kﬁ)

assim definida € linear.

8No segundo membro ¢ indiferente escrever (—1)"™ ou (—1)"", uma vez que
(—1)% = 1. Este tipo de transformagdo seré feito implicitamente, com frequéncia quando
se consideram poténcias de —1.

9A convencdo, que utilizaremos mais vezes adiante, consiste em identificar uma
sequéncia sugerindo uma sequéncia natural e colocar um “grande chapéu” nos elementos
que se devem considerar como suprimidos nesta.
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2) Vamos agora mostrar que a aplicagdo linear

. F
U, A"(E;K,.) — A" 1(?11{0)
¢ injectiva. Consideremos entdo £ € A"(F;K,) tal que ¥,,(§) = 0 e mostre-
mos que se tem necessariamente ¢ = 0. Fixemos uma base w;,...,w, de E
com w, = w. Para mostrar que £ = 0 bastara, como se viu em 3.9, provar
que se tem

f(wil,...,wi”) =0

quaisquer que sejam os indices i1,...,4, em {1,...,n}. Ora isso &
certamente verdade se estes indices nao forem distintos e, no caso em que
eles sdo distintos, ou n = i,, e portanto

E(wiy, .y wi,) = Vo (§)([wi]F, .. [wi, Jr) =0

ou n = i, para um certo { < n e portanto, mais uma vez,

g(wila cee ,’LU%) = _é(wila sy Wiy, Wiy Wiy gy e ey wv;) -
= =V, () ([wi]rs - [wi_ ]r, [wi ] F, (Wi, F, ... ) = 0.

3) Fixemos agora uma aplica¢do linear o: E — K, tal que a(w) = 1. Para
cada

FE
n e A"’l(

7.KC s
k)

consideremos a aplicagdo multilinear ®(n): E™ — K, definida por
d(n)(x1,...,z,) =
nt+i -3
:Z (_1) O‘(xi)n([ml]Fa"'v[xi]Fa---a[xn]F)'

1<i<n

Vamos utilizar 3.15 para verificar que esta aplicagdo multilinear é alternada
para o que supomos que se tem x; = x;4; para um certo j < n. Na soma de
n parcelas que caracteriza ®(n)(x1, ..., x,) s6 duas ndo sdo necessariamente
nulas, as correspondentes a i = j e a ¢ = j+ 1, visto que em cada uma das
restantes o elemento [z;]r = [z;1]r aparece em duas posigdes nos
argumentos de 7. Vemos assim que

‘I>(77)($1a s 7$n) =

= (_1)7L+-ja(xj) U(['Tl]Fa ey [xj_ﬂF, [$j+1]F7 [xj+2]p. ey [-Tn]F) +
+ (=" a(@g) n([zde, - [eale, [@5)e, [wele, o e r) =
—0,

uma vez que «(z;) = o(zji1) e [z5]r = [zj0]F
4) O que vimos em 3) mostra que temos uma aplicacio
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E
<I>:A7‘71(F;Kn) — A"(E;K,).
Vamos agora mostrar que ¥, 0 ® ¢ a identidade de A"'(£;K.) o que,
tendo em conta o facto de, como se viu em 2), a aplicag¢do linear ¥,, ser
injectiva, implica que ¥, ¢ um isomorfismo e¢ que ® = ¥_ ! Dado
n € A" (£;K.), vem, reparando que [w]r = 0 e que a(w) = 1,

(T 0 ®)(n) ([e1] s - -+ [2ai]r) =
:@(n)(%l,---,xnflaw): ~
= ( Z (_1)n+i Oé(xz) n([xl}Fa ) [wi]F7 Tt [ITL,1]F,[U)]F)) +

+ ()™ a(w) ({1 s [Ena]r) =
=n([z1]r, - [@n1]r),
ouseja, ¥, 0 B(n) =1n. O

4.2 (Defini¢do do determinante) Consideremos dois corpos K, C K.. Sejam F
um espago vectorial de dimensdo n sobre o corpo K, e B uma base
ordenadal® de E, constituida pelos vectores wy, . . . , wy.

a) Existe um isomorfismo de espagos vectoriais sobre K.

05 AM(E;K,.) — K,
definido por
(1) @B(é-) :g(wlaawn)a

isomorfismo esse que aplica A" (F; K,) sobre K.

Repare-se que, no caso em que n = 0, AO(E ; K.) identifica-se com K, ¢ ©p
¢ a identidade de K...

b) Em consequéncia, o espago vectorial A”(FE;K,) sobre K. tem dimenséo 1
e admite uma base constituida por um nico elemento

detz € A"(E;K,) C A"(E;K,),
definido pela condigéo de se ter ©g(detg) = 1, isto é,
detg(wy, ..., w,) =1,
e tem-se, para cada £ € A"(F;K,.),
¥)) & =¢&(wy, ..., wy) detg. 1

10Falamos de base ordenada para sublinhar que, ao contrario do que sucede noutras
situagdes, ¢ importante a ordem considerada nos vectores da base, implicada, neste caso,
pelo uso dos indices 1, ..., n.

HComparar com a formula (2) em 2.6 e com o exercicio 3) em 3.16.
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Diz-se que detz ¢ a forma multilinear alternada determinante, associada a
base B.

Repare-se que, no caso em que n=0, detg é o elemento 1 de
AY(E;K,) = K, e que, no caso em que F tem dimensdo n = 1, com uma
base B constituida pelo vector wi, detg € AY(E;K,) = L(E;K,) é o
elemento da base dual a; (cf. 2.6).

¢) (Critério de independéncia linear) Se £ # 0 em A"(F;K.), um sistema
de vectores z1, ..., x, de E ¢é linearmente independente se, e s0 se,

(a1, .. 2y) #0.

Dem: a) E evidente que O ¢ uma aplicacio linear de A”(E;K,) para K..
No caso em que n = 0, ja referimos que O ¢ a identidade de K., portanto
um isomorfismo. Em geral, vamos mostrar que ©g ¢ um isomorfismo por
indu¢do na dimensdo n de E. No caso em que E tem dimensdo 1,
AYE;K.) = L(E;K.) e OpL(E;K.) — K. estd definida por
Op(&) = &(w1) pelo que o facto de Op ser bijectiva, e portanto um
isomorfismo, resulta do facto bem conhecido de uma aplicagdo linear ficar
determinada pelas imagens arbitrarias que devem ter os elementos de uma
base. Suponhamos o resultado verdadeiro quando F tem dimensdo n — 1 ¢
provemo-lo quando F tem dimensdo n e é dada uma base ordenada B de F
constituida pelos vectores wj, ..., w,. Consideremos o subespago vectorial
F C FE, de dimensdo 1, gerado pelo vector w = w, e consideremos no
espago vectorial quociente % de dimensdo n — 1 a base B constituida pelos

vectores [wi]p, ..., [Wy—1]p. A hipdtese de indugdo implica que temos um
isomorfismo ©p: A" 1 (£;K.) — K., que a n associa n([y1]r, ..., [Yn—1]F).
Reparamos agora que, considerando o isomorfismo
n n—1 E
U, A"(E;K.) — A (f;Kﬁ)

definido na alinea a) de 4.1, tem-se

65’(‘11111(5)) = lIJu(f) ([wl]Fa ey [wn—l]F) ==
= g(wla .. 7wn717wn> = 63(5)5

e portanto O3 = Op o ¥, também é um isomorfismo. O facto de Oy aplicar
A"(FE;K,) sobre K, resulta de que ndo estamos impedidos de considerar
para K. o proprio K.

b) O facto de ©p ser um isomorfismo implica que A"(F;K.), tal como K.,
tem dimensdo 1 e que detz, sendo a imagem da base 1 de K. pelo
isomorfismo inverso ©', constitui uma base de A"(E;K.), que pertence a
A™(E;K,). Quanto a identidade (2), atendemos a que, dado &, o facto de
detp ser uma base implica que { = a detg para algum a € K. e vem entdo

é(wh“';wn) = adets(wl,...,wn) = aq.

¢) Ja vimos na alinea c) de 3.14 que, no caso em que 1, ..., x, sdo linear-



§4. O determinante 23

mente dependentes, tem-se &(x1,...,x,) = 0 para qualquer § € A, (F;K.).
No caso em que £ # 0 e x1,...,x, sdo linearmente independentes, portanto
uma base B de F, a igualdade

f = f(.’lﬁl, . ,Jin) detg,
implica que &(z1,...,x,) # 0. O

4.3 (O teorema de Laplace “relativo a linha £” em versao niao matricial)
Seja £ um espago vectorial de dimensdo n > 2 sobre um corpo K, no qual se
fixou uma base ordenada B constituida pelos vectores wi,...,w,, €
consideremos a forma multilinear alternada detz € A™(E;K) correspondente
assim como a base dual de L(E;K), constituida pelas formas lineares
Qty ..., 0 (cf. 2.6).

Fixemos 1 < k < n e consideremos o subespago vectorial Fj, gerado por wy,
e a base ordenada Bj do espago vectorial quociente % constituida pelos

vectores
[wl]Fka sy [wkfl]Fkv [warl]Fka sy [wn]Fk~
Tem-se entdo, para x1,...,x, € F,
detg(z1,...,2,) =
= Z D ay(2;) detp, ([z1)pes - - (i), [Tis1]F,s - s (0] 7).
1<i<n

Dem: Vamos aplicar o lema 4.1 com w = w; ¢ a = a;. Lembrando a
férmula (3) na alinea b) de 3.14, vem

\I]U/'k(detB) = U; (detB) ([wl]Fm ERE) [w/ffl]Fm [warl]Fm ERE) [wW]F;) detBk =
= detg(wi, ..., Wg—1, Wkt1, - - - , Wn, Wy ) detp, =
=(-1)" k detg(wy, ..., Wr—1, W, W1, ..., Wy, ) detg, =
= (=1)"*" detg,

e portanto, tendo em conta a caracterizagio de W ! ,, Na alinea b) do lema refe-
rido,

detg(ml,...,acn) = (—1)””" \I/;:(detgk)(ml,...,xn) =

AN
= "H Z TW k() detg, ([xl]F;: [:Evf]Fka cee [fﬂn]Fk) =
1<i<n
= Z k“ k() detg, ([xl]F“ s il B [Tl B - [%]Fk)-

1<i<n

O

4.4 (Invariancia do determinante por isomorfismo I) Sejam F e E dois
espagos vectoriais de dimensdo n sobre o corpo K e pu: £ — E um
isomorfismo. Fixemos uma base ordenada B de F constituida pelos vectores
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wy,...,w, € denotemos por B a baseorientada de E constituida pelos
vectores ji(wy), ..., p(wy,). Considerando as formas multilineares alternadas
determinante,

dets € A"(E;K), detz € A"(E;K),

e o isomorfismo z*: A"(E;K) — A"(E;K) (cf. a alinea ¢) de 3.14) tem-se
entdo

detg = p* (detg),
ou seja, quaisquer que sejam i, ..., T, em F,
dets(zy,...,x,) = detg (u(:cl), ey u(:cn)).

Dem: Temos uma consequéncia imediata da defini¢do das formas multili-
neares alternadas determinante uma vez que se tem

p*(detg) (wy, ..., wy) = detg (p(wr), ..., p(wy,)) = 1. O

4.5 (Determinante de uma matriz quadrada) Dado um corpo K, identifi-
camos, como referido em 2.3, a poténcia K" ao espago das matrizes coluna
com n linhas, que possui uma base canoénica e, es, ..., e, que ¢ a que se
considera implicitamente neste espago. A correspondente forma multilinear
alternada determinante serd denotada simplesmente por

det € A"(K"; K).

Dada uma matriz quadrada M do tipo n X n, podemos considerar a
sequéncia das suasn colunas e definimos o determinante det(M) € K da
matriz como sendo a forma multilinear alternada det aplicada a sequéncia das
suas matrizes coluna:

det(M) = det(M{l}, M{Q}, ey M{n})‘

Em particular, o determinante da matriz identidade ¢ igual a 1, uma vez que a
sequéncia das suas colunas ¢ a base canonica de K”.

Do que dissémos na alinea b) de 4.2 sobre as formas multilineares
determinante nos graus 1 e 0 decorre que o determinante duma matriz M do
tipo 1 x 1 é a seu Ginico termo M7 e, para quem for capaz de aceitar a exis-
téncia de uma matriz do tipo 0 x 0 (a matriz vazia), que o determinante desta
¢iguala 1.

4.6 (Relagdo entre os dois determinantes) Seja F um espago vectorial de
dimensdo n sobre o corpo K, munido de uma base ordenada B constituida
pelos vectores wy, ..., w,. Seja x1, ..., x, uma sequéncia de n vectores de E
e consideremos a matriz M das coordenadas desta sequéncia de vectores na
base B, isto ¢, a definida por
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T = Mllwl + M12w2 + o+ M{w,,
To :MQIU)1+M22U)2++M2”U)7”

T, = M'wy + M*wy + - + M w,.
Tem-se entdo
detg(x1,...,x,) = det(M).

Dem: Seja 11: K" — E o isomorfismo definido por ju(e;) = w;. Tem-se
entdo, lembrando o referido em 2.3,

(M) = p(Mj ey + M ey + - + M e,) =
_Ml (61)—|—M2 (62)+"'+M?M(en):
_M}w1+Mjw2+---+M;lwn=a;j

pelo que, tendo em conta 4.4,

detB(xly ce 7$n) = detB (:U/(M{l})v trey M(M{n})) =
= det(M{l}, M{Q}, ey M{n}) = det(M). O

4.7 (Versao matricial do teorema de Laplace relativo a linha k) Sejam n > 2
e M uma matriz de tipo n X n com termos no corpo K. Fixado 1 <k <n

tem-se entdo, denotando N = {1, ...,n},
det(M) = 3 (—1)" M det (M),
1<i<n

onde M//\\/[\\{{ﬁ} ¢ a matriz que se obtém de M retirando-lhe a linha k£ ¢ a

coluna 1.
Dem: Tendo em conta 4.3, vem

det(M) = det(M{l}, M{n}) =
AN
=3 (=DM (M) detg, ([Miyy]5s - (Moo

k
1<i<n

[M{TL}]FA:) s

onde F}, € o subespago vectorial de K" gerado por e e By, ¢ a base do espago
vectorial quociente Hlf%: constituida pelas classes de equivaléncia

[el]Fm (RN} [ekfl]Fka [ekJrl]Fk? ey [en]Fk-

Para obter a conclusdo, basta agora reparar que:
1) A interpretacdo da base associada «y,, ..., a;, em (1) de 2.6 e a identidade

M{Z} = Mil e + Mi2 e+ -+ Minen
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em (2) de 2.3 mostram que o (My;y) = M.
2) Para cada j # k, a igualdade

4
My =% Mje
14

implica que

4
[Miplr = _ Mj [edr
£k

e portanto a matriz dos sistema
[M{l}}Fm ) [M{ifl}]Fka [M{11+1}]F/¢7 EER) [M{n}]Fk

na base considerada em H; ¢ a matriz que denotdmos por M/\A//\\{{ }} Tendo em

conta 4.6, concluimos portanto que

- M\{k
detBk ([M{l}]Fka ceey [M{i}}Fk’ R [M{n}]Fk) = det(MN\\{{7}}) O

O teorema de Laplace relativo as diferentes linhas duma matriz vai ser util
em varias situagdes, seja para calcular efectivamente o determinante de
uma matriz, seja para demonstrar, por indugdo, propriedades que, de outro
modo, seriam mais delicadas. Encontramos a seguir alguns exemplos.

4.8 (Determinante de uma matriz do tipo 2 x 2) Se M ¢ uma matriz do tipo
2 x 2 com termos num corpo K, tem-se

det(M) = M} M3 — M) M?.

Dem: Temos uma consequéncia direta do teorema de Laplace, por exemplo
relativo a primeira linha, se lembrarmos a caracterizagdo do determinante das
matrizes do tipo 1 x 1 referida em 4.5. O

4.9 (Matrizes com termos num subcorpo ou num subanel unitario)

a) Consideremos corpos K, C K.. Se M ¢ uma matriz com termos no corpo
K, entdio det(M) ndo se altera quando a considerarmos como matriz com
termos no corpo K.

b) Consideremos um corpo K e um subanel unitario A C K. Se M é uma
matriz de elementos de K cujos termos pertencem a A entdo det(M) € A.12
Dem: Em ambos os casos o resultado ¢ trivial para matrizes dotipo1 X 1 e o
caso geral prova-se por indu¢do na ordem da matriz utilizando o teorema de
Laplace em 4.7. O

12Como exemplo concreto, o determinante de uma matriz cujos termos sio niumeros
inteiros ¢ um nimero inteiro.
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4.10 (Determinante da matriz transposta) Consideremos uma matriz M de
elementos dum corpo K do tipo n X n, com matriz transposta M¢. Tem-se
entao

det(M") = det(M).

Dem: Tanto no caso em que n =0 como naquele em que n = 1, tem-se
M?!' = M pelo que a conclusio é trivial. Suponhamos agora que n > 2.
Consideremos a aplicacdo

EK' XK' x - xK"—>K
(n fatores no dominio), definida por

§(Mypyy, My, ..., M) = det(M?),

onde M ¢ a matriz cujas n colunas sdo My, My, ..., My,,. A priori, §
seria meramente uma aplicacdo mas vamos agora verificar que se trata de
uma aplicagdo multilinear. Para provar a linearidade na variavel de indice &,
quando as restantes estdo fixadas, recorremos ao teorema de Laplace relativo
a linha k, em 4.7, para deduzir que

E(M{l}, M{Q}, .. M{n}) = det(Mt) =
i M\{k
=D (U de(M ) =

1<i<n
=3 ur g de(())
1<i<n

e, reparando que os coeficientes det((MX\,/\\fi}) ) nio dependem da coluna

M}, esta expressdo implica a linearidade na variavel de indice k. Vamos
agora verificar que a aplicagdo multilinear £ ¢ alternada. Suponhamos entdo
que My;y = Myj com i < j. Para cada 1 < k < n tem-se assim M, = M,

ou seja (M*)i = (M?*)] pelo que as n colunas da matriz M* sio hnearmente
dependentes por pertencerem ao subespago proprio de K™ constituido pelas
matrizes coluna com a linha ¢ igual a linha j. Concluimos assim que

f(M{l}, M{Q}, ey M{n}) = det(Mt) =0,

0 que mostra que temos efetivamente uma aplicagdo multilinear alternada.
Considerando agora a base canoénica e, es, ..., e, de K", constituida pelas
colunas da matriz identidade Z, o facto de se ter Z! = 7 implica que

5(615627 7en) =1,

donde, por defini¢do, £ € a aplicagdo multilinear alternada determinante, e
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portanto

det(M) :5(M{1},M{2},...,M{n}) :det(Mt). O

Ha ainda outro conceito de determinante, o determinante de um endomor-
fismo linear de um espago vectorial £ de dimensao n que, apesar de inti-
mamente relacionado com os ja estudados, tem sobre estes a vantagem de
nao depender da fixag¢do de uma base.

4.11 (O determinante de um endomorfismo linear) Sejam E um espago
vectorial de dimens@o n sobre o corpo K ¢ A\: E — F uma aplicagéo linear.
Uma vez que o espago vectorial A"(E;K) tem dimenséo 1 (cf. a alinea b) de
4.2), a aplicagdo linear

A AM(E;K) — AM(E;K)

(cf. a alinea e) de 3.14) consiste na multiplica¢@o por um elemento de K bem
definido ao qual damos o nome de determinante do endomorfismo linear A,
denotado por det(A\). Dado £ # 0 em A"(E;K), det(\) € K fica assim
determinado pela condigdo de se ter

¢)) An(§) = det(A) €
ou seja,

?2) f()\(xl),...,)\(mn)) = det(A\) &(xq, ..., xp),
quaisquer que sejam 1, ...,x, em FE. Em particular, fazendo a ponte com a
forma multilinear determinante definida em 4.2, dada uma base B de F,
constituida pelos vectores wy, . .. , w,, deduzimos de (2) que

3) det(\) = detg(A(w1), ..., A(wy)).

4.12 (Suplemento para o contexto com dois corpos de escalares) Suponhamos
que temos dois corpos K, C K., que E ¢ um espaco vectorial de dimensdo n
sobre o corpo K, ¢ que A\: F — E ¢ uma aplicacdo linear. Entdo o escalar
det(\) € K, verifica, mais geralmente,

A(§) = det(A) ¢

para cada £ € A"(E;K,). Basta, com efeito, reparar que A"(E;K,) também
tem dimensdo 1, como espago vectorial sobre K., e repetir neste contexto o
argumento utilizado em 4.11.

4.13 (Invaridncia do determinante por isomorfismo II) Sejam E e E dois
espagos vectoriais de dimensio n sobre o corpo K e pu:E — E um
isomorfismo. Para cada aplicacdo linear A\ € L(E;FE) podemos entdo
considerar a aplicagdo linear po Ao ' € L(E; E) e tem-se
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\_/

det(ppo Ao p~ 1) det(A

Dem: Para cada ¢ € A"(E;K) vem i (£) € A"(E;K), donde
(U oMo I )TL(&) = ( )n( n /-Ln(f) ) = ( (det()‘) H:(é)) =
= det(A D (1 (8)) = O

4.14 (Propriedades multiplicativas do determinante) Seja F um espago
vectorial de dimensdo n sobre o corpo K: Entdo:
a) Dadas aplicacdes lineares A\, yu: £ — E,

det(p o A) = det() x det(N).

b) Sendo Idp: E — F a aplicagdo linear identidade, tem-se det(Idg) = 1.
¢) Uma aplicagdo linear A\: £ — E é um isomorfismo se, e so se, det(\) # 0
e, nesse caso,

1

detA 1) = et

d) (Homogeneidade) Se \: £ — FE ¢ uma aplicacdo linear ¢ a € K entfo
det(a)) = a” det(A).
Dem: a) Para cada ¢ € A"(E;K) vem
(10 M) (8) = A5 (1, (€)) = det(A) gy, (€) = det(A) det(p) €.

b) Temos uma consequéncia de se ter (Idg):(§) =& para cada & em
A"(E;K).
¢) Se \ é isomorfismo entdo deduzimos de se ter A\™' o A = Idp que

1 =det(Idp) = det(A ") x det()\)

o que implica que det(\) # 0 e que det(A 1) € o inverso de det()). Se A ndo
¢ isomorfismo entdo, considerando uma base B de E constituida pelos vecto-
res wy, ..., Wy, 0s vectores A(wi), ..., A(w,) sdo linearmente dependentes,
por pertencerem ao subespago vectorial proprio A(E) de E pelo que

det(\) = detg ()\(wl),... , )\(wn)) =0.
d) Considerando uma base B de E constituida pelos vectores w, ..., wp,

vém

det(a)) = detg(aX(wy), ..., a\(w,)) =
= a"detg(A(w1), ..., Mwy)) = a" det(X). O

4.15 (Relagao com o determinante das matrizes) Sejam F um espago vectorial
de dimensdo n sobre o corpo K e A: £ — E uma aplicagdo linear. Seja B
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uma base de E constituida pelos vectores wy,...,w, ¢ consideremos a
matriz M de )\ nesta base, definida portanto por

Awy) = Mllwl + Mfwg + oo+ MMwy,
Awsy) = M21w1 + Mgwg + o4 M wy,
Mw,) = Mrwy + M2wy + -+ 4+ M™w,,.
Tem-se entao
det(\) = det(M).
Dem: Tendo em conta 4.6 e a caracterizagdo de det(\) em (3) de 4.11, vem

det(\) = detg (A(w1), ..., A(w,)) = det(M). O

4.16 (Corolario) Considerando matrizes do tipo n X n sobre o corpo K, tem-se:
a) det(M x P) = det(M) x det(P);

b) det(Z) = 1,
¢) Uma matriz M ¢ invertivel se, e s6 se, det(M) # 0 e, nesse caso,
det(M 1) = L
det(M)’

d) Se a € K, vem
det(aM) = a"det(M).

Dem: Tendo em conta 4.15, temos consequéncias das alineas homénimas em
4.14, lembrando as relagdes usuais entre as aplicagdes lineares e as suas
matrizes numa base dada, incluindo o facto de a matriz da composta de duas
aplicagdes lineares ser o produto das matrizes destas. O

4.17 (A fun¢io norma associada a uma extensdo finita de um corpo)!3
Consideremos corpos K, C K, tais que K. seja uma extensdo finita de K, de
grau k > 1, isto ¢, tal que K. seja um espago vectorial de dimensao finita k
sobre K,.. Define-se entdo uma fung¢do NV: K. — K,, chamada fungdo norma
associada a extensdo, pondo, para cada a € K,

N(a) = det(\,) € K,

onde \,: K. — K, ¢ a aplicagdo linear entre K,-espacos vectoriais definida
por A\ (c) = ac. Esta aplicagio verifica as seguintes condigdes:

a) Para cada t € K,, N'(t) = t*, em particular A'(0) =0 e NV (1) = 1.

b) Dados a,b € K., N (ab) = N(a) N (b).

¢)Sea # 0emK,, entdo N'(a) #0e N(a)™' = N(a™?).

I3Esta fungdo ndo tem nenhuma relagdo com as normas usuais que se definem no
contexto dos espagos vectoriais reais ou complexos.
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d) No caso em que K, = R e K, = C, caso em que k = 2, tem-se, para cada
z=s+tiemC,coms,t € R,

N(z)=s*+t2 = 2%
Dem: a) Uma vez que A\(c) = tc = t Idg (c), resulta de 4.14 que
N(t) = det(t Idg,) = t* det(Idxg, ) = t*.

b) Temos uma consequéncia de se ter Ay, = A, © Ay (asociatividade da multi-
plicag@o no corpo).
¢) Uma vez que aa~! = 1, resulta de a) e b) que

N@N@h) =N(1) =1

d) Uma vez que A, (1) =s+ti e A, (i) =i x (s +ti) = —t + si, a matriz
de A, na base de C constituida pelos complexos 1, é

s —t
t s
e tem portanto determinante igual a s> + ¢2. O

4.18 (Determinante da aplicac¢fo linear dual) Consideremos corpos K, C K..
Sejam F um espago vectorial sobre K, com dimensdo n e \: E — E uma
aplicacdo linear e consideremos a aplicagdo linear dual

N L(ESK,) — L(EK,)
ou a versdo estendida
A L(E;K,) — L(E;K,).
Tem-se entdo, em ambos 0s casos,
det(\*) = det(X).

Dem: Fixemos uma base B de F, constituida pelos vectores wy, ..., w,, €
denotemos por Ba base associada de L(F;K,) e de L(E;K.) constituida
pelas aplicagdes lineares ay, ..., oy (cf. 2.6). Basta agora ter em conta 4.15,
4.10 ¢ o facto de, como se verificou em 2.7, a matriz de \* ser a transposta da
matriz de . O

4.19 (Forma alternada determinante dum subespaco vectorial) Sejam £ um
espago vectorial sobre K com dimensdo p+ ¢ ¢ F C E um subespaco
vectorial de dimensao p.

Seja B uma base ordenada de E, constituida pelos vectores

Wiy eee sy Wpy Wyt 1y« -- 5 Wptgs

tal que os vectores wy, ..., w), constituam uma base ordenada B’ de F'. Entdo
a forma multilinear alternada detp € AP(F'; K) esta definida por
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detp (z1,...,2p) = detg(1, ..., Tp, Wpt1s .-+, Wpig)-

Dem: E imediato que se pode definir uma forma multilinear alternada
¢ € AP(F;K) por

5(1}1, 7xp) = detB(xh coey Lpy Wptds - - 7w[7+(1)
bastando agora atender a que se tem
E(wr,...,wy) =detp(wi, ..., Wy, Wpi1, ..., Wptq) = L. O
4.20 (Forma alternada determinante de um espago vectorial quociente)
Sejam E um espago vectorial sobre K com dimensdo p+qg ¢ FF'C E um
subespago vectorial de dimensdo ¢ e consideremos o espago vectorial quo-

ciente % de dimensdo p. Seja B uma base ordenada de F, constituida pelos
vectores

Wiy -eey Wpy Wpt1, -+ - s Wptgs
tal que os vectores Wy, ..., Wy, constituam uma base de F' e lembremos
que os vectores [wi], ..., [w,]p constituem uma base de £, que denotare-

mos por B. 14 Entdo detz € A?(%£;K) esta definida por
detz([z1]p, ..., [xp]r) = detg(1, ..., Tp, Wpi1, ..., Wpiy)-

Dem: E imediato que se pode definir uma forma multilinear alternada
n € AP(E;K) por

(@1, ..., xp) =detg(z1, ..., Tp, Wpt1, ..., Wpiq)-

Se for x; € F', para algum 1 < i < p, tem-se que T1,...,Tp, Wpt1, ..., Wpiq
sdo linearmente dependentes uma vez que este sistema tem g + 1 elementos,
nomeadamente x;, Wy, ... , Wptq NO subespaco vectorial ' de dimensdo g, e
por esse motivo vem

n(x1,...,x,) = 0.

Tendo em conta o referido em 3.10, podemos assim definir uma forma
multilinear 7 de grau p em % por

ﬁ([ml]Fv reey [xP]F) = 77(9517 7xp) =
=detg(x1,..., Tp, Wpt1, .-, Wpiq)

e do facto de se ter

14Se quiséssemos ser extremamente cuidadosos, a base ordenada de F' é formada pelos
vectores 2, ..., 2, COM 2; = wy; mas isso € um cuidado que, em geral, nos absteremos
de tomar.
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ﬁ([wl]p, ceey [wp]p) = detg(wl, ey Wpy Wpg 1y e -y wp+q) =1
deduzimos que 7) = detz € A?(%;K). a

4.21 (Determinante de uma aplicacio linear com um subespaco invariante)
Sejam E um espago vectorial de dimensdo n = p+ g sobre K ¢ F' C E um
subespago vectorial de dimensdo ¢ e consideremos o espago vectorial quo-
ciente %, de dimensao p.

Seja \: E — E uma aplicagéio linear tal que A(F') C F' e consideremos a
correspondente aplicagdo linear \: £ — L definida por A[z]r) = [M2)]F
(cf. a alinea c¢) de 2.8). Tem-se entdo

det(X) = det(\/p) x det(N).

Dem: Seja B uma base ordenada de F, constituida pelos vectores

Wiy eenyWpy Wptly---y Wptqs
tal que os vectores w1, ..., Wy, constituam uma base 5’ de F' e lembre-
mos que os vectores [wi]p, ..., [w,]r constituem uma base de £, que denota-

remos por B. Definimos uma forma multilinear alternada £ € A4(F; K) por
E(Tpi1, -y Tpyq) = detp ()\(wl), v Mwp), Tpgs - ,xpﬂ)
e resulta da formula (2) na alinea b) de 4.2 que se tem
&= E(wps1, ..., Wptq) detp,
em particular,
f(A(prrl)v ) )‘(prrq)) =

= g(wl)-ﬁ-h [N wP-H]) detB/ (A(w]?-kl)a AR A(wP‘HI)) =
= g(prrl, ey wp+q) X det()\/F).

Deduzimos daqui, tendo em conta 4.20, que
det(A) = detg(A(w1), ..., AMwp), A(wpi1), ..., AM(wpiq)) =
= £(>‘(wl7+1)7 RN )‘(wp+fl)) =

=det(A/p) X E(Wpi1s .00, Wpig) =

= det(\/p) x detB()\(wl),.. s A (wp), Wyt 1, ,wp+q) =

= det(\/r) x detg ((A(wi)]p, ..., A (wy)]r) =

= det(\/r) x detg(A([wi]r), ..., A([wplr)) =

= det(\/r) x det(N). O

4.22 (Consequéncia matricial) Sendo n = p + ¢, consideremos uma matriz M,
com termos num corpo K, que admita uma decomposi¢do em blocos da
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forma
A 0
B C}|

onde a matriz A € do tipo p X p, a matriz de zeros € do tipo p X ¢, a matriz B
¢ do tipo ¢ X p e amatriz C' ¢é do tipo ¢ X g. Tem-se entdo

det(M) = det(A) x det(C).

Dem: Consideremos um espaco vectorial E de dimensdo n sobre K, munido
de uma base wy, ..., wyy, (por exemplo £/ = K", com a base canonica) e
sejam I’ o subespago vectorial gerado por wpii,...,Wpq € M E— E a
aplica¢do linear que tem M como matriz na base considerada, aplicagdo
linear para a qual se tem A(F) C F. Como referimos na alinea d) de 2.8, a
restrigdo A\ p: F' — F admite C' como matriz numa base de F' ¢ a aplicagdo
linear A: % — % obtida por passagem ao quociente admite A como matriz
numa base de % Tem-se assim

det(M) = det(\) = det(\/r) x det(N) = det(C) x det(A). O

4.23 (Soma direta de subespacos invariantes) Sejam E um espago vectorial de
dimensdo n sobre o corpo K e F' C E e G C E dois subespagos vectoriais,
com dimensdes p e ¢ respectivamente, tais que tenha lugar a soma directa
E=F®G. Seja \:: E — FE uma aplicagdo linear tal que A\(F)C F e
A(G) C G. Tem-se entdo

det(X\) = det(\/p) x det(\/q).

Dem: Sejam B’ uma base de F, constituida pelos vectores wy, ..., w,, ¢ B
uma base de G, constituida pelos vectores w1, ..., Wytq, € TEPAremos que
0s vectores wy, ..., Wy, Wpt1, - - - , Wptq CONStituem uma base B de E na qual
A tem uma matriz da forma

A 0

e

onde A ¢ a matriz de \;r ¢ C' a matriz de \/;. Tendo em conta 4.22,
concluimos assim que

det(\) = det(M) = det(A) x det(C') = det(A/p) x det()/;). |

4.24 (Determinante de um endomorfismo linear e mudan¢a do corpo dos
escalares) Consideremos dois corpos K, C K. tais que K. seja uma
extensdo finita de grau k de K, e seja N: K. — K, a fun¢do norma associada
(cf. 4.17). Sejam E um espago vectorial de dimensdo n sobre K. e \: E — E
uma aplicagdo linear com determinante detg ()\) € K. e denotemos por
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detg, (A) € K, o determinante de A quando considerada como aplicacio
linear no contexto do espago vectorial £ de dimensdo nk sobre K, (cf. 2.10).
Tem-se entdo

detKr()\) = N(detKr()\)).

Por exemplo, lembrando a alinea d) de 4.17, se E for um espago vectorial de
dimensédo n sobre C entdo E é também um espago vectorial de dimensdo 2n
sobre R e tem-se

detg(A) = |detc(\)|”.

Dem: O caso em que E tem dimensdo 0 ¢ trivial, uma vez que ambos os
determinantes sdo iguais a 1. Vamos fazer a demonstracdo por indugdo na
dimensdo n de E¥ como espago vectorial sobre K.

No caso em que n =1, podemos escolher uma base w de E e entdo
AMw) = aw para um certo a € K., tendo-se detg, (A) = a. Por outro lado,
sendo p: K, — F o isomorfismo definido por p(c) = cw, tem-se, na notagdo
de 4.17,

10 (e) = plac) = ap(e) = A(u(e)) = Ao u(e).
donde A = p1o A\, o ! e portanto, por 4.13,
detg, (A) = detg, (A\,) = N (a) = N (detg,(N)).

Suponhamos o resultado verdadeiro no caso em que o espago vectorial tem
dimensdo n > 1 sobre K. e provemo-lo quando essa dimensao ¢ n + 1.
Examinamos primeiro o caso particular em que A admite um vector proprio
w # 0, caso em que o subespaco vectorial F' gerado por w tem dimensdo 1 e
verifica )\(F) C F e em que podemos considerar 0 espag:o vectorial
quociente f de dimensdo n e a aplicagdo linear )\ — f obtida por
passagem ao quociente. Tendo em conta 4.21 e a h1potese de indugdo, tem-se
entao

detic, (\) = detie, (A7) x detie, () = N (detie. (\/r)) x N (detr, (V) =
= N (deti,(\/r) x detic, (X)) = N (detx, (\)).

Examinamos, por fim, o caso geral em que ndo supomos a existéncia de
vector proprio ndo nulo para A. Nesse caso, aplicamos “lema com aplicagdo
adiada” em 2.11 para considerar aplicagdes lineares \',\": F — E, cada
uma das quais verificando a condi¢do particular referida anteriormente, tais
que A = X o )" e, utilizando o que ja se provou nesse caso particular, vemos
que

detKr()‘) = detK( ) x detg, /\N = ( ’ ) % N(detK ()\//))
= N(deth( ) X detK (/\”)) = N(detK (/\)) O
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4.25 (Exercicios) 1) Determinar uma férmula explicita para o determinante de
uma matriz do tipo 3 x 3.
2) Seja E um espago vectorial sobre o corpo K, munido de uma base B
constituida pelos vectores wy, wo € sejam g, as € L(E;K) os elementos da
respectiva base dual. Verificar que, dados vectores z1,x2 € E,

detg(z1,x2) = ai(x1)az(xe) — ag(22)as(xy).

3) Seja M uma matriz de nimeros complexos e denotemos por M a matriz
cujos termos sdo os complexos conjugados dos termos correspondentes de
M. Mostrar que det(M) é o complexo conjugado de det(M). Generalizar
este resultado descobrindo qual a propriedade fundamental da conjugacao
que intervém na demonstragao.

4) Utilizar a igualdade do determinante de uma matriz quadrada e da sua
transposta para obter um “teorema de Laplace relativo & coluna k> analogo
ao examinado em 4.7.

§5. Formas alternadas de grau inferior e produto exterior

Verificamos na sec¢do 4 que, dados corpos K, C K, e um espago
vectorial £ de dimensdo n sobre o corpo K,, o espago vectorial
A"(E;K,.) das formas multilineares alternadas de grau n tem dimenséo 1
e possui uma base natural associada a uma base que se considere em E. J&
verificaramos antes, na alinea c) de 3.14, que AP(E;K.) = {0} sempre
que p > n. O objectivo principal da presente secg¢do ¢ o de examinar os
espagos AP(FE;K.) no caso em que p < n. Paralelamente ao facto de o
estudo do caso p = n se ter baseado no lema 4.1, o estudo do caso em que
p < n vai depender duma generalizagdo desse lema, cuja demonstragao se
se baseia na deste (com uma parte substancial obtida por “copy paste”).

5.1 (Lema do desenrascanco bis) Consideremos corpos K, C K.. Sejam E um
espago vectorial sobre K, de dimensdo n > 2, w # 0 fixadoem Fe ' C F
o subespaco de dimensdo 1 gerado por w e consideremos o espago vectorial
quociente %, que sabemos ter dimensdo n — 1. Seja2 < p < n.
a) Existe uma aplicacdo linear sobrejectiva entre espacos vectoriais sobre K,

U, AP(E;K,) — A”’I(EJKU)

)

definida por
\ij(g)([ml]F, ceey []:p—l]F) = 5(-7:1, ces Tp—1, UJ),

cujo kernel ¢ o subespago vectorial A}.(E;K,) que ¢ isomorfo a A?(£;K,)
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(cf. a alinea d) de 3.14).15
b) Fixada uma aplicagdo linear a: F — K tal que a(w) = 1, pode definir-se
uma aplicacdo linear entre espagos vectoriais sobre K,

®: Apfl(g;Kc) — AP(E;K,)

pondo
d(n)(z1, ... ,ajp) =
= Z (—1)P+i Oé(x7) 77([331}1?, ey [xi]p, ey [;pp]F)’

1<i<p

aplicagdo para a qual ¥, o @ ¢ igual 4 identidade de Ap’l(%; K,).

Dem: 1) O facto de, para cada & € AP(E;K.), U, (§) ser uma forma
multilinear alternada de grau p — 1 sobre % bem definida resulta do que foi

referido na alinea d) de 3.14, uma vez que tem lugar uma forma multilinear
alternada de grau p — 1

(@1, xpo1) = &(x1, . Ty, W)

que se anula quando x; € F' para algum j<p—1, j4 que o sistema

Z1,...,Tp—1,w € entdo linearmente dependente, por ter dois vectores no
subespago vectorial F' de dimensio 1. E trivial constatar que a aplicagio
P p—1 L
U, AP(E;K,) — A (F;KC)

assim definida ¢ linear.

2) E imediato que se £ € AP(E;K,) entdo ¥, (€) = 0. Reciprocamente, se
for ¥,,(§) = 0 entdo £ € A%(E;K.) visto que, dados z1, ..., 2z, comz; € F
para algum ¢, vem z; = aw donde

§(wy, o) = (1" PE(@1, ., @1, Tigry -, W) =
AN
= (=1)"Pa V(@) ([z]r, ..., [@]F, ..., [zp]r) = 0.
Provamos assim que o kernel de ¥,, ¢ efectivamente A%.(E;G) que, pela
alinea d) de 3.14, ¢ isomorfo a A?(£;K,).

3) Fixemos agora uma aplicagdo linear «: E — K, tal que o(w) = 1. Para
cada

E
p—1 .
neA (F,KC)

I5Repare-se que, no caso em que p = n, o facto de g ter dimensdo n — 1 implica que
AF(%; K.) = {0} pelo que fica explicado o facto de em 4.1 se afirmar a injectividade de
U,.
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consideremos a aplicagdo multilinear ®(7): E? — K, definida por
‘D(TI)(xl; s 7xl7) =
pi -
=3 (=" a(@)n(fzlr, . @il [2)e).

1<i<p

Vamos utilizar 3.15 para verificar que esta aplicagdo multilinear ¢ alternada
para o que supomos que se tem ; = x ;41 para um certo j < p. Na soma de p
parcelas que caracteriza ®(n)(z1,...,x,) s6 duas ndo sdo necessariamente
nulas, as correspondentes a ¢ = j e a i = j+ 1, visto que em cada uma das
restantes o elemento [z;]p = [zji1]p aparece em duas posigdes nos
argumentos de 7. Vemos assim que

<I>(77)($1, cee 7331)) =

= (—1)P+,ja(xj) U(['Tl]Fa ey [Cvj—l}F, [$j+1]F7 [xj+2]p. ey [IEP]F) +
+ (0" azgn) n(fedr, - [2a)es [ E, [, le)e) =
-0,

uma vez que «(z;) = o(zji1) e [z5]r = [zj0]F
4) O que vimos em 3) mostra que temos uma aplicacio

P: Ap’l(%;Kn) — AP(E;K,).

Vamos agora mostrar que ¥, 0 ® ¢ a identidade de Ap’l(%;Kn), 0 que
provara, em particular, que a aplicacdo linear ¥,, ¢ sobrejectiva. Ora, dado
n € A1(£;K,), vem, reparando que [w]r = 0 e que a(w) = 1,

(Vo 0 2)(0) ([erlr, .- [opi]r) =

=0(n)(x1,...,Tp1,w) =

= ( Z (—1)17”@(%7:)77([551]%---7[%]Fa--'a[xwfl]F’[w}F)) +
(PP ag) (lle, oo ey r) =

= 77([551]F7 X [:L‘p,ﬂF),

ou seja, (¥, 0 D)(n) =1n. |

5.2 (Aplicacdo ao estudo de AP(E;K.)) Consideremos corpos K, C K..
Sejam F um espago vectorial de dimensdo n sobre o corpo K, e B uma base
ordenada de E, constituida pelos vectores wi,...,w,. Seja 0 < p<n e
denotemos por P, , o conjunto das partes I C {1,...,n} com p elementos
que, como sabemos, tem um numero de elementos igual ao numero de
combinagdes "C,. Recordemos que, como referido em 2.2, para cada
I € P, p, denotamos por I, I, ..., I, os elementos de I postos por ordem.

a) A aplicag@o linear entre espagos vectoriais sobre K,
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) Op,: A'(E;K,) — [ K.

1€P,,

definida por
(684)(5))] = g(wlla Wiy eeny wI[,)

¢ entdo um isomorfismo, em particular A?(E;K.) tem dimensdo "C,. Este

isomorfismo aplica A?(E;K,) sobre [] K.
I€Py,y

b) (Binet—Cauchy escondido com a cauda de fora) O espago vectorial
AP(E;K,) sobre K. admite uma base indexada em P,, que a I € Py,
associa a unica forma multilinear alternada

detg; € AP(E;K,) C AP(E;K,.)

que verifica

1, sel'=1
) det&[(w]{,...,w];])— {0’ SCI/76[’
para cada I’ € P, .16 Além disso, para cada £ € AP(F;K,), tem-se
A3) §= Z E(wfl,...,wlp) det&[.
1€P,,

¢) No caso em que p=mn, existe um unico I € P,,, nomeadamente
I={1,...,n}edetgr € A"(E;K,) ¢ a forma multilinear determinante detg
definida na alinea b) de 4.2.

d) No caso em que p = 1, os elementos

detg iy € AY(B;K,) = L(E;K,)

sdo os elementos «; da base de L(E; K,) associada a base 5 de E (cf. 2.6).

Dem: a) E imediato que O3, ¢ uma aplicacdo linear pelo que o que temos
que mostrar é que se trata mesmo de um isomorfismo. Comecemos por notar
que o resultado ¢ trivial quando p = 0, caso em que Op, ¢ simplesmente a
identidade, e que a sua validade para p = 1 resulta do facto bem conhecido
de uma aplica¢do linear ficar determinada pelas imagens arbitrarias que
devem ter os elementos de uma base. Vamos agora provar o facto de O, ser
um isomorfismo por indugdo na dimensdo n de E, comecando por reparar
que as observagdes precedentes mostram que o resultado ¢ verdadeiro
quando n =0 e quando n = 1. Seja n > 2 tal que a propriedade valha nos
espagos vectoriais de dimensdo n — 1 e provemo-lo quando E tem dimensdo
n, podendo ja supor-se que p > 2. Com o objetivo de aplicar o lema 5.1,

16Trata-se assim de uma base ndo ordenada.
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consideremos w = w,, €, no espago vectorial % de dimensdo n — 1, a base

ordenada constuida pelos vectores [wi]p, ..., [wn—1]F. Notamos agora que,
pelo lema referido, a aplicacdo linear sobrejectiva
B
U, AP(E;K,) — AP (F;KC),

cujo espaco de chegada tem, pela hipotese de indugdo, dimensdo "_1C,,,1,
tem como kernel o espago vectorial AL (E;K.) que ¢ isomorfo a AP(£;K,)
e portanto, mais uma vez pela hipdtese de indugdo, tem dimensdo ”71Cp.
Resulta daqui que AP(E; K, ) tem dimensio

n—1 n—1 _n
C, 1 +"'C, = "C,.

Para mostrarmos que a aplicacdo linear (1) ¢ um isomorfismo bastara assim
mostrar que se trata de uma aplicagdo linear injectiva. Seja entdo
¢ € AP(E;K,) tal que para cada I € P, , se tenha

E(wr,wry, ... wr) = 0.

Para cada I € P,_;, 1 podemos entdo considerar I'=IU{n} e P,, e
vem

\I/“;(é)([’lU]JF, [EEE) [wlp—l]F) = 5(71)]1, s Wi, g w) =
=¢&(wr, .., wp_,wp) =0

pelo que a hipotese de indugdo implica que 1,,(£) = 0 ou seja, pelo lema 5.1,

¢ € AL(E;K,.), podendo assim considerar-se a correspondente forma

multilinear alternadaz € AP(%; K.), para a qual se tem

E(@r,szy) = €, o))

Para cada I € P,_; , tem-se entdo
2([’(1}]']]?, ceey [wIP]F) = g(wfmwfzv ce 7wI])) =0

pelo que, mais uma vez pela hipotese de indugéo, tem-sez =0, donde £ = 0.
Provamos assim que a aplicacdo linear (1) é efectivamente injectiva. O facto

de Op, aplicar AP(E;K,) sobre [] K, resulta de que n3o estamos
I€P,,

impedidos de considerar para K. o proprio K.

b) O facto de ficarem bem definidas formas multilineares alternadas detg
pela condi¢do (2) resulta de que ©p,, como se verificou em a), ¢ um
isomorfismo. O facto de estes elementos constituirem uma base de
AP(E;K,) resulta de as suas imagens pelo isomorfismo O, constituirem a

base canonica de [] K.. Vemos agora que, dado & € AP(F;K,.), existem
1€P,,
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escalares by € K, I € P, tais que { = ) by detp 1 e entdo
T

{(wq, ,w]]/)) = Z by det&[(’w]{,...,w[;)) =byp.
1€P,,

¢) e d) Temos consequéncias imediatas das defini¢des, que foram enunciadas
apenas para referéncia futura. O

5.3 (Caracterizagio das formas alternadas detg ; € A?(FE;K)) Sejam E um
espaco vectorial de dimensdo n =p-+q sobre o corpo K, no qual
consideramos uma base B constituida pelos vectores wy, ..., wn, € I € Py .
Denotemos I = {1,...,n} \ I, e consideremos o subespago vectorial F C E
gerado pelos vectores wy , ... ; Wy, € NO espago vectorial quociente % a base

ordenada B; constituida pelos vectores [wy, |7, . .., [wr |z Tem-se entdo
(1) detg (1, ..., x,) = detg, ([z1]F, ..., [2,)F),

por outras palavras, sendo p: £ — % a projec¢do canonica,
detg; = o (detg,).

Repare-se que, sendo M a matriz do tipo n X p cuja coluna j ¢ constituida
pelas coordenadas de x; na base B, o segundo membro de (1) é o determi-
nante da matriz quadrada M7 (cf. a notagio em 2.1).

Dem: Consideremos o elemento { € AP(E;K) definido por

5(1‘1, .. ,ZL‘p) = detg, ([l‘l]F, ey [l‘p]f),

o qual ndo ¢ mais do que a imagem reciproca p*(dets,) € A7(£;K) pela

projegdo canodnica p: £ — =. Resta-nos mostrar que £ verifica as condigdes

lls

que determinam detg ;.
Ora, por defini¢do, vem

§(wr,, ..., wr,) = detg, ([wr |7, .., [wlF) =1

e, por outro lado, se I' # I em P, existe j tal que ;¢ I e portanto
[wr]F = 0 pelo que

f(w]{,... ,w;lr,) = detB[([w[{]F,... , [wlzg]f) =0.
A interpretacdo matricial resulta de que, sendo
x;= Mjlwl 4 Mf’wn,
tem-se

I I,
[jlF = M} [wr |5 + - + M;"[wy, |7 O
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5.4 (Versao vectorial do teorema de Binet—Cauchy) Sejam E um espaco
vectorial de dimensdo n sobre o corpo K munido de uma base B, constituida
pelos vectores wy, ..., wy,, € Eum espago vectorial de dimensdo p < n sobre
K munido de uma base B, constituida pelos vectores zi,...,%,. Sejam
X\:E — E e p: E — E duas aplicagdes lineares. Tem-se entdo

det(pr o ) Z dets (p(wp,), ..., p(wy)) detg 1 (A(z1), ..., A(2)).

1€P,,

Dem: Aplicando a alinea b) de 5.2 a p*(det) € AP(E;K), vemos que

det Z /L det ’LU] ,’U}]P) det&[
1ep,,

e portanto

det(j o \) :detA( (A(21)s s 1(A(zp))) =
" (det B)()‘( 1) A(Zp)) =
—Z,u (detg)(wr, ..., wrp) detg 1 (A(21), ..., A(2p)) =

1€P,,
= detg(p(wn), ..., w(wry)) detg 1 (A(21), ..., A(z)). O

I€P,,

5.5 (Versao matricial do teorema de Binet—Cauchy) Seja p < n e conside-
remos duas matrizes com termos num corpo K, A de tipo p X n e B de tipo
n X p. Tem-se entdo, com as notagdes referidas em 2.1,

det(A x B) =) _ det(A;) x det(B").
1€P,,

Dem: Consideremos espagos vectoriais F' ¢ E, munidos de bases B e B nas
condigdes e notacdes de 5.4, por exemplo £ =K" e E = K? com as bases
canonicas, € sejam ME—FEe wE— F as aplicagdes lineares que t€m
matrizes B e A, respectivamente, nas bases referidas. Tem-se entdo
det(p o \) = det(A x B),

detg(p(wn), .., p(wry)) = det(Ar)
e, tendo em conta o referido em 5.3,
detgr(A(21),..., A(2zp)) = det(BI),

pelo que a concluséo resulta da formula obtida em 5.4. O

No que segue vai ser importante associar a cada conjunto finito / de
nameros naturais positivos um sinal, isto ¢, um elemento do conjunto
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{—1,1}. Definimos em seguida essa associagdo e apontamos algumas das
suas propriedades basicas.

5.6 (O sinal dum conjunto finito) Seja I um conjunto finito de numeros
naturais positivos com p elementos e denotemos, como antes, por I, ..., I,
os elementos de I considerados por ordem crescente. Vamos definir o sinal
de I, denotado por (—1)% ou sgn(7), 17 como sendo o elemento de {—1,1}

(_1)I = (_ 1)(11_1)+(12_2>+' : '+(]p_p> .
Registamos em seguida algumas propriedades simples da noc¢ao de sinal dum

conjunto.
a) (Casos particulares) Tem-se

(D = (-,
(-1 = (-1 =1,
(_1){1,2.,.,,17} =(-1)"=1.
b) (Féormula alternativa) Tem-se também

(_1)1 _ (_1)(Il+>--+1p)7(1+<~+p)

0 que nos permite concluir que, quando I = {i,...,%,} tem p elementos,
sem que os elementos iy, ..., %, tenham que estar por ordem crescente, vem
ainda

(_1)1 _ (_1)(i1+~-+ip)—(1+»--+p) —

(=1)(= D+ G2t ip=p),

(0]

¢) Dados conjuntos I, com p elementos, ¢ J, com ¢ elementos, tais que
INJ =0, tem-se

@) (=)™ = (=" x (1) x (1)
Em consequéncia, no caso em que I C {1,...,n}, com n=p+gq, ¢
consideramos o complementar I = {1,...,n} \ I, que tem ¢ elementos, vem
3 (=)' = (=17 x (=1)".

Dem: Tendo em conta a formula (1) na alinea b) acima,

17Usaremos preferencialmente a primeira para sublinhar que nio estamos a utilizar uma
defini¢do equivalente que passa pelo sinal de uma permutagdo associada (uma permu-
tagdo do “tipo baralhar”).
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(_1)IUJ — (_1) L4 AT+ Ji+- -+ Jg) — (14 +p+(p+ 1)+ +(p+q))

_ (_1) Dt lp) = (14 4p) o (_1)(.]1+"‘+Jq)7pq7(1+""H]) _

(=T x (=1)7 x (=1)77,

Quanto a segunda formula atendemos a que, por ser {1,...,n} = I U I, com
INI=0,vem

1= (1)) = (1) x (~1)T x (—1)]

e lembramos que, para elementos de {—1, 1}, multiplicar ¢ o mesmo que
dividir. 0

Como primeira aplicagdo do sinal, enunciamos trés resultados, dos quais
os dois primeiros ja poderiam ter aparecido no contexto da secgao 3.

5.7 (Divisdo dos argumentos em dois pacotes) Consideremos corpos K, C K.
Sejam n=p+¢q, F um espago vectorial sobre K,, £ € A"(E;K,) e
I € P, p, com o correspondente

I={1,....n}\I € Py,
Dados z1,...,x, € F, tem-se entdo

§(xr, s 1,27 5 ,:rjq) = (=1 x &z, ..., z).

Dem: O resultado ¢ trivial nos casos em que p=0 e em que ¢ =0, em
ambos os casos vindo (—1)! = 1. Vamos provar o resultado por indugio em
n, a observacdo precedente mostrando que ele ¢ automaticamente verdadeiro
nos casos em que n = 0 ¢ em que n = 1. Suponhamos o resultado verdadeiro
no caso em que temos n — 1 variaveis e provemo-lo no caso em que temos n
variaveis. Dois casos s2o possiveis:

Caso 1: Suponhamos que n € I, e portanto n = Tq. Considerando x,, fixado
e a aplica¢do multilinear altemadaz € A" Y(E;K.) definida por

o~

5("1717 71'7171) = g(mlv 7-Tnflaxn)a

tem-se entdo, aplicando a hipétese de indugdo,

ICTRRRRE T ,qu) = §($117~~~7$1p’x71’---’qu,l) =

= (=D xE(x1y.. . @n1) = (=1 x E(@1, ..., 30).

Caso 2: Suponhamos que n €I, e portanto n = I, Consideremos
I' =1\ {n}, tendo-se assim I’ = T U {n}. Reparando que

(1) = (=)' x (=D = (~1)" x (D"
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obtemos, aplicando o caso 1 e a igualdade (3) na alinea b) de 3.14,

&(zy,, .. ,xjp,le,...,qu) = (—1)‘15(:01{,...,xj}/ﬂ,xfl,... ,quﬂ) =

= (_1)(1 X (_1)1/ X 6(1‘17 7mﬂ) = (_1)] X 5(1‘17 7xn)' a

5.8 (Corolario — Troca dos pacotes) Consideremos corpos K, C K.. Sejam
n=p+q, F um espago vectorial sobre K, e ¢ € A"(F;K,.). Dados
vectores &1, ..., Ty, Y1, ..., Y, € F, tem-se

EWrs s Yg e wp) = (D) E(@1 o s Y15 Yg)-

Dem: Pondo z,,; =y;, para 1 <j<gq, e sendo I ={p+1,...,p+q},
portanto com I = {1,..., p}, concluimos por 5.7 e tendo em conta a formula
(3) na alinea c) de 5.6, que

§(y17~~~7y¢I7:C1a---a‘rp) = 5(3:]17'--7'7311,7:6717"-7:6?,1) =
= (_1)] X g(mlv‘“ 7m11):

onde

(—1) = (~1)" x (=1)T = (~1)". O

5.9 (Corolario — Outras caracterizacdes dos elementos detg ; na alinea b)
de 5.2) Sejam n = p+ ¢, £ um espago vectorial de dimensdo n sobre o
corpo K, no qual consideramos uma base 5 constituida pelos vectores
wi, ..., Wy, € I € P, ,. Consideremos o correspondente I = {1,...,n}\ I.
Tem-se entdo que o elemento detg ; € A"(E;K) estd definido por

detgr(z1,...,2p) = (=1)! detg(z1, ... s Tpy WE s - - ,qu) =

(-1)! detp(wy ... S WE,, T zp).

Dem: Provemos a primeira igualdade. Reparemos que se pode considerar um
elemento ¢ € AP(E;K) definido por

E(z1,...,zp) = (=1)! detg(z1, ... s Tpy WEy - - ,qu).

Precisamos mostrar que & verifica as condigdes que determinam detg ;.
Em primeiro lugar, se I’ # I em P, existe j tal que I} ¢ I donde I} = I},
para algum k e portanto

f(w[{,...,wq)) = (—I)Idet[g(w]{,...,’U)[Ifj,wjl,...,wj ) =0.

f
Vemos agora que

E(wy, ..., wp) = (-1)! detg(wy,, ..., W, Wy, 5 - ,qu) =
= (=) x (=1)! detg(wr, ..., w,) = 1.
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A segunda igualdade resulta da primeira, tendo em conta 5.8 e o facto de,
pela formula (3) na alinea c) de 5.6, ter-se (—1)! = (=1)P x (=1). |

5.10 (O produto exterior) Consideremos corpos K, C K, e um espaco vecto-
rial E sobre K,.. Dados € € AP(E;K.) en € AY(E;K,.), pode definir-se uma
forma multilinear alternada £ An € APT(F;K,), a que se d4 o nome de
produto exterior de £ e n, por

@ 5/\ 77(x17 7xp+q) = Z (_1)I 5(1']1, 7x1p) 77(33?17"' y LT

IEPZH’Q-,P

).

q

Além disso, as aplicacdes

AP(E;K,) x AYE;K.) — APU(EK.),  (§,m) — &AM,
sdo K -bilineares e verificam a propriedade de +--comutatividade
) nAg=(=1"MENn.

Note-se que ndo afastamos os casos em que p = 0 e em que ¢ = 0, casos em
que a soma em (1) tem uma unica parcela e o produto exterior ¢ o produto
usual de uma forma multilinear alternada por um escalar em K..

Dem: E imediato que a aplicagdo £ A n: EP*4 — K, definida no enunciado é
multilinear e, para verificarmos que ela ¢ alternada vamos utilizar o critério
em 3.15. Consideremos entdo i < p+ ¢ tal que z; = z;;,1. Dividimos as
parcelas no somatorio no segundo membro de (1) em quatro subconjuntos
disjuntos:

1) Aquelas em que 7 e ¢ + 1 pertencem ambos a I. Essas parcelas sdo nulas
uma vez que se tem entdo §(xy,, ..., xy,) = 0.

2) Aquelas em que i e i + 1 pertencem ambos a /. Essas parcelas sio nulas
uma vez que se tem entdo n(zy,, ..., z7) = 0.

3)Aquelasemquei € Tei+ 1€ 1.

4)Aquelasemquei € Tei+ 1€ 1.

Podemos considerar uma correspondéncia biunivoca entre conjuntos I nas
condigoes de 3) e conjuntos I nas condi¢des de 4) que associa a cada [ nas
condigdes de 3) o conjunto I’ =T U{i+1}\ {i}. Além disso, a parcela
correspondente a I nas condi¢des de 3) vem simétrica da parcela correspon-
dente a I' visto que se tem (—1)" = —(—1)’ e que, sendo i=1, e
i+1=1I,vemi+1=1"ei=1I,'8assimcomo [; = I/ paracadat # ae
I, =TI, paracada s # b, o que implica que

§(x11,...,x1p) = §(x1{,...,:c1]/)), n(le,...,:njq) = n(xfl,...,qu).

Deduzimos assim que, sendo x; = x; 11, a soma (1) é efectivamente igual a 0.
O facto de as aplicagdes A serem bilineares ¢ de verificagao trivial. Por fim,

18Para isso foi importante estarmos a considerar ; = x;,; e nio simplesmente z; = xj
para um certo ¢ < j.
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a propriedade de £-comutatividade em (2) resulta de que se pode considerar
uma correspondéncia biunivoca de P, sobre P, que a I associa I e de
que, tendo em conta a féormula (3) na alinea c¢) de 5.6, a parcela de
nAE&(x1,...,Tps,) correspondente ao complementar I ¢ igual a parcela de
EAn(z1,...,zp4q) correspondente a I multiplicada por (—1)P7. |

5.11 (Produto exterior e imagens reciprocas) No contexto de 5.10, conside-
remos também um espago vectorial E’ sobre K, e uma aplica¢do linear
A: B/ — E assim como as correrspondentes aplicagdes lineares de imagem
reciproca. Dados £ € AP(E;K,.) en € AY(E;K,.), tem-se entdo

A(EAM) =X (§) AN (n) € ATI(ESK).
Dem: Trata-se de uma consequéncia directa das defini¢des. O
5.12 (Exemplos de produto exterior) a) Se £, € L(E;K.) = A'(E;K.) vem
EAn(z,y) = &(x) ny) — £(y) n(x).
b) Mais geralmente, se £ € A'(E;K.) en € AY(E;K,.), tem-se

q+1

€A n(mla ,$q+1) = Z (_1)7:71 g(ml) 7}(3317 ceey Li—1y i1y - - ,.’Equl).
i=1

5.13 (Produto exterior de elementos da base associada) Consideremos corpos
K, C K. e um espago vectorial £ de dimensao n sobre K,, onde se fixou
uma baseB formada pelos vectores wi,...,w,. Dados p<mn, ¢<mn,
IeP,, e JeP,, tem-se entdo, para os correspondentes elementos
detgr € AP(E;K,.) edetg ; € AY(E;K,) (cf. a alinea b) de 5.2):
a)SelINnJ #90,

detg 1 Adetg,; = 0.
b) Se I NJ =0, seja R € Py, o definido por
L={UJ)p,b=IUJ)p,.... 0, =T UJ)g, 19
e portanto
Ji=IUJ)g,2=UUJ)g,....Jo=TUJ)g.
Tem-se entdo

detB_’] A detB_,,] = (—1)R detBJU,].

¢) Como caso particular de b), no caso em que [, < J,

190u seja, R é o conjunto dos jem {1,...,p+ ¢} tais que (1 U J); € I.
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detg;l AN detB;J = detB’]U‘].

d) (Laplace generalizado escondido com a cauda de fora) Como caso
particular de b), tem-se

detg ; A detg7 = (—1)' dets.
Dem: Tendo em conta a alinea b) de 5.2, tem-se

€)) detBJ A\ det&J = Z detBJ A\ det&J (’LUKI, ceey prﬂ) detB,K,
KePy piq

onde, para cada K € P, 4, tem-se

detB’[ A detB’,](le, . ’me) =
2 = Z (-1)% detg r(wreg ;- Wi, detB,J(wK§17 e ,ngq),
SEPpiap

somatério em que a unica parcela ndo necessariamente nula ¢ a correspon-
dente a S € P4, para o qual se tenha

Ks =1,...,Ks, =1,
Kg =i,... ,Kgq =Jg
parcela essa que sO pode existir no caso em que I NJ = e, nesse caso,

apenas quando K = I U J. Ficou assim justificada a afirmagdo em a) e
vemos que, nas hipoteses de b),

detg r Adetg ; = detgr A detB_’J(UJ(]UJ)I, ... 7w(juj>])+q) detg ru; =
= (=) detg (W) s> W(tLI)g, ) dets.s (W(rus)g > > Wity ) dets,1ug
com R € Py, definido por
L=1UJ)g,Lh=TUJ)g,,....I, = (IUJ)RP,

e portanto

J1:(IUJ)EI,JQZ(IUJ)EQ,...,JqZ(IUJ)F

’(]’
donde, finalmente
detB_J A det37,] = (—1)R detB’]U_].

A conclusdo de c) resulta de b), se repararmos que, quando I, < J; tem-se
R={1,...,p}. A conclusio de d) resulta de b) ja que, no caso em que
J=ItmselUJ={1,....n}eR=1. |

5.14 (O teorema de Laplace generalizado “relativo as linhas em I” em

versdo nao matricial) Seja F um espago vectorial de dimensdo n = p+ ¢
sobre K, onde se fixou uma base B formada pelos vectores w, ..., w,.
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Dados I € P, e x1,...,2, € E, tem-se

detg(z1,...,2,) =

= (—1)I Z (—1)J dCtBJ(IJI youn ,{L‘,]p) detB’T(le, s, Ty
JEP,

).

a

Dem: Trata-se de uma consequéncia direta da alinea d) de 5.13, tendo em
conta a defini¢do do produto exterior em 5.10. O

5.15 (Versao matricial do teorema de Laplace generalizado relativo as
linhas em I) Sejan = p+g,com p > 1 e g > 1 e consideremos uma matriz
M do tipo n X n com termos no corpo K. Fixado I € P, ,, tem-se entdo,
com as notagdes em 2.1,

det(M) = (-1)" 3 (1)’ det(Mj) X det(MjT).

JEP.,

Dem: Trata-se de uma consequéncia de 5.14, considerando para E o espaco
K™ com a sua base canonica ¢ para 1, ..., X, as colunas da matriz M, tendo
em conta a interpretagdo matricial de detp ; referida em 5.3. O

Vamos agora definir o produto interior de uma forma multilinear
alternada por um vector, nogdo que sera especialmente importante como
auxiliar na prova da associatividade do produto exterior.

5.16 (O produto interior) Consideremos corpos K, C K.. Sejam E um espaco
vectorial sobre K,, p>1, £ € AP(E;K,.) e w € E. Define-se entdo o
produto interior

,(€) € AH(E5K.)

de & por w por

~

1w(&)(z1,...,xp1) =E&(T1, ..., 2y, w). 20

Repare-se que ¢ trivial constatar que A1w(§) ¢ efectivamente uma forma
multilinear alternada e que, no caso em que p =1, o produto interior
1w(€) € A%(E;K,) = K, é simplesmente &(w).

Repare-se que ¢ trivialmente K, -bilinear a aplicagdo

AP(E;K,) x E — Apil(EEKn)’ (& w) ’_’Aiw(é)a

sendo mesmo K_-linear na primeira variavel.

20Trata-se de um produto interior “a direita”. Na defini¢do de produto interior que se
utiliza com mais frequéncia w aparece como primeiro argumento no segundo membro, o
que corresponde a multiplicar o resultado por (—1)?~1,
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5.17 (Rela¢do do produto interior com o produto exterior) No contexto de
5.10, suponhamos que p > 1 e ¢ > 1. Para cada w € E tem-se entdo

Tu(EAT) = ENTL() + (1) 1u(6) An € AP (ESK.).

Dem: Consideremos 1, ..., Zp4q—1 arbitrarios em E e definamos x4, = w.
Vem entdo

(EAN) (21, $p+q—1) =E{NAn(zy, ... a$p+q—1v$p+q) =

I
(0] R Z (—1) f(:c[l,...,xjp)n(le,...,qu).
1€P,1qp
O conjunto de indices P, ¢ a unido disjunta de dois subconjuntos P, , €
PZ’,’ +q,p» © primeiro formado pelos I tais que p+ ¢ € 1, e portanto p + q = _Tq,
e o segundo constituido pelos [ tais que p + ¢ € I, e portanto p + ¢ = I,,. O
somatorio em (1) € assim igual & soma de dois somatorios: O primeiro €

Z (_1)I£(xlla [N :L'Ip) 77(17,’ sy qu) =

!
IE,PF+’I~I7

= Z (_1)1 g(xhv"'axlp) 77(337,7---7937(/7,,10) =
Iep])+q—l.p

o~

= Z (—1)I§(x1|,...,ac1p) w(n) (27, 27

1€Ppig-1p

=EN1(N)(T1, - s Tprg1)

)=

q-1

e, quanto ao segundo, se repararmos que se pode considerar uma bijec¢do de

Py iqp sobre Pyyy 1,1 quea I associa I’ = I'\ {p + ¢} e que se tem entdo

1 1

(1" = (=1 x (=17 = (=1) x (1),
ele vai ser igual a

Z (_1)I 5(1']1, 7931,;) 77(93?17"' 7qu) =

1ePyi4p

= Z (_1)(] X (_1)1/5(1'11,7"'71.][1—1711})?7(%7””"1'7(,) =
I'€Ppig-1,p-1

= Z (_1)(1 X (_1)1//110(5)(:1“]{7“'71'1;)71)77(1‘717‘“71.7,1) =
I'ePpig-1,p-1

= (=17 (&) An(z1,..., Tprg-1)- O

5.18 (Associatividade do produto exterior) Consideremos um corpo K. ¢ um
subcorpo K, C K.. Seja E um espago vectorial sobre o corpo K,. Dados
€ e AN(E;K,),n € A1(E;K,) e p € A"(E; K,.), tem-se entdo

(EAN)Ap=EN(nAp) e APTT(EK,),
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denotando-se também por £ A i A p este elemento de APTI(E;K,).

Dem: Comegamos por notar que da bilinearidade do produto exterior decorre
que o resultado ¢ verdadeiro no caso em que algum dos naturais p,q,r ¢
igual a 0. Afastando ja esse caso, vamos provar o resultado por indugdo em
m = p+ q + r. Suponhamos o resultado verdadeiro no caso em que aquela
soma € m e provemo-lo no caso em que a soma ¢ m + 1. Ora, utilizando a
hipotese de indugdo e 5.17, vemos que, para cada w € E, vem

Tu((€AM AP) = (EAN) Nlulp) + (=1) TulE An) Ap =
= (EAD) Niulp) + (1) (ENTm) Ap+ (1) () An) Ap =
=EN (77 /\Aiw(p)) +(=1)"¢EAN (Aiw(n) A ,0) + (_1)r+inw(§) A (77 A p) =

=N AP) + (1) 1,(E) A (nAp) =1u(EA (1A P)),
o que, tendo em conta a arbitrariedade de w € FE, implica trivialmente que
EAMAp=EN(MAPp). O
5.19 (Exercicio) 1) (Produto interior envolvendo elementos da base
associada) Seja E um espago vectorial de dimensdo n sobre o corpo K, onde
se fixou uma base B formada pelos vectores wy, ..., w,. Sejam 1 < j < n,

p>1lel € P,,. Mostrar que:
a)Sej ¢ I, vem

iy, (detg ) = 0.
b) Se j € I, sendo k tal que j = I, vem
Aiwj(detBJ) = (=1)P* detg 1\ (53
¢) Em particular, no caso em que j = I,,, vem

/iwj (detBJ) = detB,[\{j}.

§6. O teorema de Hamilton—Cayley

6.1 (Valores préprios e equacio caracteristica) Sejam £ um espago vectorial
de dimensao n sobre um corpo K e A\: £ — E uma aplicacdo linear. Recor-
demos que se diz que um escalar ¢ € K é um valor préprio de A se existir um
vector w # 0 em E tal que A(w) = tw ou seja, se a aplicagdo linear

A—tldg: E — F

ndo for injectiva, ou, o que ¢ o mesmo, ndo for um isomorfismo. Tendo em
conta a alinea c) de 4.14, constatamos que ¢ ¢ um valor proprio de A se, e s
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se,
1) det(\ — t Idg) = 0,

condi¢do a que se da o nome de equagdo caracteristica do endomorfismo
linear \: £ — E.

Uma propriedade fundamental da equacdo caracteristica ¢ a de que o
primeiro membro de (1) ¢ uma fungdo polinomial de ¢ com grau n. Uma
vez que ndo queremos afastar o caso em que o corpo dos escalares possa
ser finito, caso em que hé varios polindémios a definir uma mesma fungao
polinomial, vamos definir explicitamente um polinémio ao qual se dara o
nome de polinémio caracteristico do endomorfismo linear A, provando-se
em seguida que a aplicacdo polinomial associada a este ¢ a pretendida.

6.2 (Os coeficientes C’;‘) Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n sobre um

corpo K e \: E — F uma aplicacdo linear. Para cada 0 < p < n, definimos
um coeficiente C’; € K como sendo o trago da aplicagdo linear “imagem
reciproca”,

Myt ATP(EK) — A"P(E;K).
Como casos particulares, tem-se
Cr=1, C),=Tr(\), Cp =det()\)

(no primeiro caso A; ¢ a identidade de K, no segundo caso atendemos a
alinea c) de 2.9 e no terceiro caso a alinea b) de 2.9 e a defini¢do do
determinante em 4.11).

6.3 (Caracteriza¢do matricial dos C';,‘) No contexto de 6.2, consideremos em

F uma base B constituida pelos vectores wy, ..., w, e seja M a matriz de A
nesta base, definida assim por

1<j<n

Considerando, para cada I € P,,,,_,, a matriz M7 de tipo (n — p) x (n — p)
que se obtém de M retirando-lhe as linhas que ndo estdo em I eas colunas
que ndo estdo em [ (cf. 2.1), tem-se entdo

C};\ = Z detg 1 ()\(wll),...,)\(wl,kp)) = Z det(M?)

IePyn—p I€ePun-p

(as parcelas deste tltimo somatorio sdo os menores principais de ordem
n — p da matriz M).

Dem: Considerando a base de A" P(E;K) constituida pelos detg; (cf. a
alinea b) de 5.2), sabemos que se tem
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yldetg 1) = Z A_p(detg 1) (wy,, ..., wy,_ ) detg ;=
]GP,, n—p
= Z detB,I (>\(le), /\(wa p)) detB’J
‘]epn.n—p

pelo que o trago de A, € dado por

C’ =Tr(\,-,) Z dets 1 (A(wr,), ..., A(wr, ).

I1€Pnyp
Resta-nos reparar que, como referido em 5.3,

detg r (A(wp,), ..., Mwy, ,)) = det(M]). O

n—p

6.4 (Os coeficientes C'I],"I ) Motivados por 6.3, dados uma matriz M do tipo

n x n com termos em K e 0 < p < n definimos o coeficiente C}' € K por

CY =" det(M]).

I€Pyn- P

O que se verificou em 6.3 diz-nos que, no caso em que temos uma aplicagio
linear \: E — E, com F espago vectorial de dimensao n sobre K, e em que
M ¢é a matriz de tipo n x n de A relativamente a uma certa base de E' tem-se

C/\ CAI

Em particular, dada uma matriz M de tipo n x n com termos em K, tem-se
M _ i
G =G,

onde \: K" — K" ¢ a aplicagdo linear que tem M como matriz na base
canoénica.

6.5 (Propriedades elementares dos coeficientes CIJ,"I ) a) Dada uma matriz M

de tipo n x n com termos em K com matriz transposta M7, tem-se, para
cada0 < p<mn,

MT _ ~M
c, =C,.

b) Consideremos corpos K, C K,.. Se M ¢ uma matriz de tipo n X n com
termos em K, entdo os coeficientes C’IJ)u ndo se alteram quando passarmos a
considera-la como matriz com termos em K., em particular, nesta Gltima
situagdo, tem-se )/ € K, .

Dem: a) Tendo em conta a propriedade do determinante em 4.10, temos uma
consequéncia da defini¢do e de se ter, paracada I € Py, ,_p,

(MD)" = (M7
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b) Trata-se de uma consequéncia directa da definicdo, tendo em conta a
propriedade do determinante em 4.9. O

6.6 (Os coeficientes C';‘ no contexto dual) Consideremos corpos K, C K..
Seja E um espago vectorial de dimensao n sobre o corpo K, e consideremos
o correspondente espaco L(E;K.) sobre K,.. Dada uma aplicagdo K, -linear
A E — E, com a aplicagdo K, -linear \*: L(E;K.) — L(E;K.) correspon-
dente, tem-se entdo

A* A
Y =)

paracada 0 < p < n.

Dem: Basta reparar que, como se verificou em 2.7, sendo M a matriz de A
numa certa base de F, a matriz de \* na base associada de L(E;K,) é a
matriz transposta M7 O

6.7 (Invariancia por isomorfismo) Sejam F ¢ E dois espagos vectoriais de
dimensdo n sobre o corpo K e u:E — E um isomorfismo. Para cada
aplicagdo linear A € L(F; F) podemos entdo considerar a aplica¢do linear

X=podou ' e L(E;E)

e tem-se
XA
c,=C,
paracada 0 < p < n.
Dem: Basta atender a que, se considerarmos uma base wy,...,w, de F, a
matriz de A\ nessa base coincide com a matriz de A na base p(w1), ..., p(wy,)
de E. O

6.8 (O polinémio caracteristico duma aplicacio linear) Sejam E um espaco
vectorial de dimens@o n sobre o corpo K ¢ A\: E — F uma aplicagdo linear.
Vamos chamar polindmio caracteristico de A ao polindémio ménico de grau n

Pr=T"+P) \T" '+ -+ PP+ + PMT + P,
onde, paracada 0 < p < n,

A n—j A
P} =(—1)"*C} €K

Tem-se assim, em particular, na sequéncia do referido em 6.2,

P)M=1, P}, =-Tr(\), P} =(-1)"det()\).

n—1 =

Uma propriedade essencial do polindmio caracteristico é o facto da a apli-
cagdo polinomial associada ser aquela que a ¢t € K associa o determinante
det(t Idg — \). Para estabelecermos essa propriedade teremos necessi-
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dade do lema a seguir, que envolve o valor das formas multilineares alter-
nadas quando cada argumento ¢ uma soma de duas parcelas.

6.9 (A formula da soma para formas multilineares alternadas) Consideremos
corpos K, C K.. Sejam FE um espago vectorial sobre K,, n>1 e
¢ e A"(E;K,.). Dados 1,2, ..., 2, € E€y1,¥s,-..,Yy € FE tem-se entdo

f(xl +y17$2 +y27---7$n +yn) -

= Z Z (_1)16(37[17 .- I Zf ) "7y],, p)' 21

0<p<n I€P,,

Dem: No caso em que n =1, tem-se &(z1 +y1) = &(z1) + &(y1), que €
precisamente a férmula do enunciado, com £(z1) a corresponder a parcela
comp=1el={1}e&(y;) acorrespondente a parcela com p =0e I = 0.
Vamos mostrar o resultado por indug@o, para que supomos o resultado
verdadeiro para formas multilineares alternadas de grau n e consideramos
¢ € A"(E;K,). Tem-se entdo, aplicando a hipotese de indugdo aos
elementos i, ., (€) € 1y,.,(€) de A"(E;K,),

é(ml + Y13 T+ Yy Tntr + yn+1) =
= 5(371 + Y1y 3 Tn + Yny anrl) + f(gjl + Y1y,---,Tp + yn7yn+1) =

= Z Z (—1)15(:1}]1,...7x1p,y717...7y1” i, yTni1) +

0<p<n I€P,,

(1) +Z Z (—1)I§<1']”...,LUIP,yTI,... Yr p,yn+1)

I
0<p<n I€P,,

= Z Z (_1)1 X (_1)n7p€(l,h7 7$1p7$n+172ﬁ,a 7y1n p)

0<p<n I€P,,

+ Z Z (_1)1 g(xlla cee a'r],n yjlv cee 7y7717p7 yn+1)'
0<p<n I€P,,

SeI € P, ,, denotemos I’ = I U {n + 1} € P41 pt1, para o qual se tem

(D" = ()" x (1", zap =ap

pr1’

e denotemos por I” o conjunto I considerado como elemento de Pri1,p, para
o qual se tem

(_1)1” = (_1>I’ Yn+1 = Y

ntl—p

Reescrevendo o ultimo membro de (1), vem assim

21De facto, o resultado também ¢ trivialmente verdadeiro para n = 0.
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f(xl + Y1, Ty + ynyxn+1 + yn+1) =

- Z Z l‘p XL XL YT YT (p+1) ) +

0<p<n I€P,,

I”
+ E E xl{’v"'7$I;7yﬁ17"'7yﬁ”7pvyﬁn+l,p)

0<p<n I€P,,
ou ainda, mudando variaveis,

5(:171 + Y, T+ Yn, Tngr + yn+1) =
:Z Z (_1)I é(xfia"'axféilvml,;,yfla"'ay]

1<g<n+1 I'eP) q

II/
2. Y (Ve ay ey, ),

0<p<n I"eP!

)+

n+l-q

n+1,p

onde denotamos por P, +1,4 & parte de Py, constituida pelos [ " tais que
n+ 1€ I' (automaticamente com g # 0) e P, , a parte de P41, cons-

tituida pelos I” tais que n + 1 ¢ I” (automaticamente com p # n + 1). Con-
cluimos daqui que se tem efectivamente

f(xl + Yty Tt Yny Tt + yn-&-l) =

Z Z (_1)15(37117" s XLy YT YT p) (]

0<p<n+1 I€P,y1,

6.10 (Propriedade fundamental do polinémio caracteristico) Sejam E um
espago vectorial de dimenséo n sobre o corpo K e A\: E — F uma aplicagdo
linear e consideremos o polindmio respetivo caracteristico

P=T"+P) \T" '+ -+ PP+ + P)T + P,
definido em 6.8. Tem-se entdo que a aplicagdo polinomial associada verifica
(1) PA(t) = det(t Idg — \),

para cada t € K.

Repare-se que, no caso particular em que o corpo K ¢ infinito, o polindmio
caracteristico € o Unico polinomio com coeficientes em K que verifica (1).
Dem: Consideremos uma base 3 de F constituida pelos vectores wy, ... , wy,.
Vem, tendo em conta 6.9 e a caracteriza¢do de detz r em 5.9,



§6. O teorema de Hamilton—Cayley 57

det(tIdg — \) = detg(twl Mwr), ..., tw, — AMw,)) =
= Z Z detg (w11)7...,—/\(qu),twjﬂ...,twjniq) =

0<g¢<n I€P,,

=Y >0 x (=0T dets (Mwr,), -, Alwy,), wy,, - wy, ) =
0<g¢<n I€P,,

— Z Z (=1)7¢" " detg ; (A(wy,), .., A(wy,)).
0<q¢<n I€P,,

Uma vez que, como referido em 6.3, tem-se
detz (A(wr,), ..., AMwiy)) = det(M]),

onde M ¢ a matriz de A na base BB, deduzimos da formula obtida atras e da
caracterizag@o dos coeficientes C]? em 6.3 que

det(tIdg — )= (=1)""1Cp =Y Pt O

n—q
0<¢<n 0<p<n

6.11 (O polinémio caracteristico de uma matriz) Tal como em 6.8, dada uma
matriz M de tipo n X n com termos no corpo K, define-se o polinébmio
caracteristico de M como sendo o polinémio moénico de grau n

PM — T”""P;}{lT"—l NI P};’\J/\Tp e Pi‘[T + P;"W’
onde, paracada 0 < p < n,
Pl =(-1"rey ek

e resulta de 6.4 que, se E ¢ um espaco vectorial de dimensdo n sobre K e
A E — FE é uma aplicacgdo linear, o polinomio caracteristico de A coincide
com o polinémio caracteristico da sua matriz numa base arbitraria de E.
Além disso, ja que, para cada t € K, a matriz de t Idg — X é tZ, — M,
concluimos que a aplicagdo polinomial associada esta definida por

PM(t) = det(t Z,, — M).

6.12 (Casos particulares) a) No caso em que E tem dimensdo 0, a Unica
aplicag@o linear A\: F — E tem como polindmio caracteristico o polinomio
constante 1.

b) No caso em que E tem dimensdo 1, a aplicagdo linear \: £ — F esta
definida por \(x) = ax para um certo a € K e o polinémio caracteristico P*
é

P =T —a=T-Tr(\) =T — det()\).
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¢) No caso em que E tem dimensao 2, tem-se

P =T? — Tr(\) T + det()).

Abstemo-nos de enunciar as propriedades do polinomio caracteristico que
decorrem trivialmente das propriedades dos coeficientes CI’,\ e C’,‘?’I enun-
ciadas de 6.5 a 6.7. Examinamos agora outras propriedades do polindmio
caracteristico que ndo sdo consequéncia directa de propriedades ja exami-
nadas dos respectivos coeficientes. Para o primeiro resultado sera comodo
comegar por estabelecer uma versdo particular, em que se exige a hipotese
suplementar de o corpo envolvido ser infinito, para poder utilizar, em vez
do polinémio caracteristico, a aplicagdo polinomial associada. Provare-
mos depois a versdo geral com um argumento que se baseia no facto de
todo o corpo ser um subcorpo de um corpo infinito.

6.13 (Lema do subespacgo invariante) Sejam F um espago vectorial de

dimensao finita sobre um corpo infinito K e /' C E um subespago vectorial
e consideremos o espago vectorial quociente £. 22

Seja \: E — E uma aplicagéo linear tal que A(F) C F' e consideremos a
correspondente aplicagcdo linear X: % — % definida por passagem ao
quociente. Tem-se entdo, para as funcdes polinomiais associadas aos

polindomios caracteristicos,

(1) PA(t) = PV (1) x P(¢),
para cada ¢ € K, e portanto, como polindmios,
Q) P = PVr x P
Dem: Uma propriedade basica do produto de polindmios diz-nos que
(PVF x PY)(t) = PMr(t) x PM(t)

para cada t € K e portanto, uma vez que K ¢ infinito, concluimos que, para
provar (2), sera suficiente estabelecer a igualdade (1) para cada ¢ € K. Ora,
tendo em conta 4.21, e uma vez que (¢t Idg — \)(F) C F, vem

P(t) = det(t Idp — A) = det(t Idp — \/p) x det(t Idy — X) =
= PYr(t) x PM(t). |

6.14 (Polinémio caracteristico de uma matriz com um bloco de zeros) Sejam

K um corpo, finito ou infinito, n = p+ ¢ ¢ M uma matriz do tipo n X n
admitindo uma decomposi¢ao em blocos da forma

22A hipétese de o corpo K ser infinito sera dispensada adiante em 6.15.
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A 0

5 e)
onde a matriz A € do tipo p X p, a matriz de zeros ¢ do tipo p X ¢, a matriz B
¢ do tipo ¢ X p e a matriz C' é do tipo ¢ x q. Tem-se entdo que o polindmio
caracteristico da matriz M ¢é o produto dos polindmios caracteristicos das
matrizes Ae C.
Dem: Consideremos um corpo infinito K tendo K como subcorpo, por
exemplo o corpo das fra¢des racionais com coeficientes em K. Tendo em
conta a alinea b) de 6.5, os polindmios caracteristicos de M, de A e de C' ndo
se alteram se passarmos a encarar estas matrizes como matrizes com termos
em K. Consideremos agora um espago vectorial £ de dimensio p + ¢ sobre
K onde se fixou uma base Wi, ..., Wpte (por exemplo K" com a base
canonica), seja F' C E o subespaco vectorial de dimensdo g gerado pelos
vectores Wy 1, ..., Wp+q € consideremos no espago vectorial quociente % a
base [wi]p,...,[wy|r. Sendo \: E — E a aplicagdo linear cuja matriz na
base considerada ¢ M, tem-se A(F') C F, a matriz de \;p: ' — F na base
Wpil,...,Wprq ¢ C' ¢ a matriz da aplicagdo linear obtida por passagem ao
quociente A % — % na base considerada neste espaco é A pelo que
concluimos, por aplicagdo do lema 6.13, que

P[WZP)\:P)‘/FXPX:PCXPA. D

6.15 (Polinomio caracteristico na presenca de um subespaco invariante)
Sejam F um espago vectorial de dimensdo finita sobre um corpo finito ou
infinito K ¢ F C F um subespago vectorial ¢ consideremos o espacgo
vectorial quociente %

Seja \: E — F uma aplicagéo linear tal que A(F') C F' e consideremos a
correspondente aplicagdo linear A % — %, definida por passagem ao quo-
ciente. Tem-se entdo, para os polinomios caracteristicos,

P = PVr x P

Dem: Consideremos uma base wi, ..., wyyq de E tal que wyi1,..., Wpiq
seja uma base de F e lembremos que [wi]p, ..., [wy]p é uma base £. O facto
de se ter A(F') C F implica que a matriz M de X\ na base considerada de
admite uma decomposicdo em blocos da forma

5 ¢

onde C' ¢ a matriz de A\/p: F' — F e A ade A: % — % nas bases referidas.
Podemos assim concluir, por 6.14, que

P = pM — pC y pA — pNr y pA, O
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6.16 (Lema do vector ciclico) Sejam F um espacgo vectorial de dimensdo n
sobre o corpo K e A: F — FE uma aplicacdo linear. Diz-se que um vector
w € E é A\-ciclico se os vectores

w, A(w), N2(w), ..., \" ! (w)

constituirem uma base de E. Supondo que w € E ¢ A-ciclico podemos
considerar os escalares by, by, ..., b,_1 € K definidos por

)\ﬂ(w) = bo w + by )\(w) B )\nfl(w)
e entdo o polindmio caracteristico de \ é

P =T"=%" b,T".

0<p<n—1

Dem: Denotemos por B a base wy, ..., w, de E definida por wy, = A\*~1(w),
em particular w; = w, tendo-se assim A(wy) = wi41, parak <n—1,e

/\(wn) = bO w1 + bl wy + -+ bnfl W,

Calculemos agora os coeficientes C’; para cada 0 < p < n. Ja sabemos que
C) = 1 pelo que supomos agora que 0 < p < n. Vimos em 6.3 que

CZ;\ = Z detBJ ()\(’w[l)v AR )\(wlnfz)))

I1€Pn—p

e daqui deduzimos, tendo em conta a segunda caracterizagdo de detz; em
5.9, que

Cp=>" (=1 dets(wy,,...,wp , Awy), ..., Awy,,)).

I€Pnn—p

Para cada I € P,,,,_, tal que exista i € [ com i+ 1€ 1, a parcela corres-
pondente no somatério precedente ¢ igual a 0, uma vez que A(w;) = w;;q
aparece em dois argumentos distintos. Deduzimos daqui que apenas uma
parcela do somatodrio referido ndo é necessariamente nula, nomeadamente
aquela com I ={p+1,...,n}, para o qual I ={1,...,p}, e portanto
(—1)! = 1, pelo que concluimos que

C’lj\ = detB(wl, e Wpy AWpta), - - /\(wn)) =

= detB(wl, ey Wy Wt 2y - - , Wy, bpwy + byws + -+ + by q wn) =
= § bkdetB(wh“'7wpawp+27'“7wn7wk+l)~
0<k<n-—1

Mais uma vez, no somatorio anterior s6 a parcela com k£ = p pode ser ndo
nula visto que em todas as outras wy,1 aparece em dois argumentos. Obte-
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mos assim

C’Ij\ = by detg(wy, ..., Wy, Wpi2, ..., Wy, Wyt ) =
= (=1)"" " p, detg(wi, ..., w,) = (=1)"" PV p,
donde, finalmente, para os coeficientes do polinémio caracteristico, P} = 1

e,paral < p < n,

P} =(=1)""C) = —b, a

p

6.17 (Corolario — Lema de Hamilton—Cayley) Sejam E um espago vectorial
de dimensdo nsobre o corpo K e A\: E — E uma aplicagdo linear com
polinémio caracteristico

P =T"+ P} \T" '+ .-+ P)T" +---+ P'T + P}

n—1
(cf. 6.8) e consideremos a aplicagdo linear
PA\A) = A"+ P X" PON 4+ PP+ Py ldp: E — E.

n—1
Se w € E for um vector A-ciclico tem-se
Py\(\)(w) = 0.
Dem: Tendo em conta 5.16, sendo
N'(w) = byw + by AMw) + -+ + b, A" H(w),
tem-se PZ;\ = —b, paracada 0 < p < n — 1pelo que
n—1

Py (w) = A" (w) + Z P NP (w

n—1

= \"(w Z by AP (w O

6.18 (Teorema de Hamilton—Cayley) Sejam FE um espago vectorial de
dimensao n sobre o corpo K e A\: E — E uma aplicacdo linear com polino-
mio caracteristico definido por

P =T"+P) \T" '+ -+ P)T? + -+ PT + P
Tem-se entdo
PAA) = X"+ P A" b+ PON 4o+ PPN+ P Idg = 0.

Dem: Vamos demonstrar o resultado por indugdo completa na dimensdo n de
E. O caso em que n = 0 ¢ trivial e o caso em que n = 1 resulta de que, como
referido na alinea b) de 6.12, sendo A(z) = ax, tem-se P, = T' — a, donde
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Pi\A)=X—aldg=X—X=0.

Suponhamos que, para um certo n > 2, o resultado ¢ verdadeiro no caso em
que E tem dimensdo menor que n e provemo-lo no caso em que temos uma
aplicagdo linear \: £ — F com E de dimensdo n. Suponhamos, por absurdo
que se tinha Py(A) # 0 e escolhamos w € E tal que Py(A)(w) # 0. Tendo
em conta 6.17, w ndo & A-ciclico, por outras palavras o sistema

w, A(w), \2(w), ..., A" (w)

ndo ¢ uma base de F, e portanto ¢ linearmente dependente. Consideremos
agora 0 < p < n — 1 o maior natural tal que

) w, A(w), ..., AP (w)

seja linearmente independente e seja F'C E o subespago vectorial de
dimensdo p + 1 < n gerado por estes vectores. O facto de

W, Aw), o, N (), N ()

ser linearmente dependente implica que A\*™(w) € F. Deduzimos daqui que
A aplica cada elemento da base (1) de F' em F', e portanto A(F') C F. Pela
hipétese de indugdo, tem-se P ,(A\/r) = 0 em L(F; I) e resulta diretamente

da definicdo da imagem de um endomorfismo linear por um polinémio que
Py, (A\/F) coincide com a restrigdo a F' de Py, (A), o que imAplica, em
particular, que P, . (A)(w) = 0. Mas, tendo em conta 6.15, sendo A: £ L

a aplicacdo linear obtida por passagem ao quociente de A, tem-se

P)\ = P)\/F X PX

o que implica, uma vez que o morfismo de avaliagdo ¢ um morfismo unitario
de algebras, que se tem

Py(M)(w) = Pyo Py, (A\)(w) = Py (P, (A)(w)) = P3(0) =0,

o que ¢ absurdo, tendo em conta a escolha de w com Py (\)(w) # 0. O

6.19 (Versao matricial do teorema de Hamilon—Cayley) Seja M uma matriz

do tipo n x n de elementos de um corpo K e consideremos o seu polinémio
caracteristico

P =T+ P T 4 PYATY o PMT 4 P
(cf. 6.11). Tem-se entdo

pM ( M) = M"+ pM

n—1

M7771++P1;\[AMP++P1A[M+P6‘[I:O

Dem: Consideremos um espago vectorial E de dimensao n sobre o corpo K
munido de uma base wy, ..., w,, por exemplo £ = K" com a base canonica,
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e seja \: ' — E a aplicagdo linear que tem M como matriz. A conclusao
resulta entdo do teorema de Hamilton—Cayley em 6.18 se repararmos que M?
¢ a matriz de \? e que P]f” = PPA. O

6.20 (Exercicios) 1) Sejam E um espago vectorial de dimensao n > 1 sobre um

corpo K e A\: F — E uma aplicagdo linear tal que det(\) # 0. Utilizar o
teorema de Hamilton—Cayley para mostrar que existe um polindémio P de
grau n — 1 (que, em geral, dependera de \) tal que A~' = P()\).
2) (Comparar com a alinea b) de 4.9 e lembrar a respetiva conclusio)
Consideremos um corpo K e um subanel unitario A C K. Sejamn >1e M
uma matriz do tipo n X n com termos em A. Ultilizar a versdo matricial do
teorema de Hamilton—Cayley para mostrar que se det(M) for um elemento
invertivel de A entio a matriz inversa M ! também tem termos em A.
Mostrar também que, reciprocamente, se M for invertivel e com M ! com
os termos em A entdo det(M) € um elemento invertivel de A.23

23Como exemplo concreto, uma matriz M de termos inteiros admite uma inversa também
com termos inteiros se, e so se, det(M) = +1.
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